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CHAPITRE 1 : PRELIMINAIRE

En 1940, Patrick Blackett est appelé par I’Etat major anglais a diriger la premicre équipe de
la recherche opérationnelle pour résoudre certains problémes tels que I’implantation optimale de
radars de surveillance. L’adjectif « opérationnelle » vient du fait que la premiére application d’un

groupe de travail organisé dans cette discipline avait trait aux opérations militaires.

Apreés la guerre, les techniques de RO se sont considérablement développées grace notamment
a I’explosion des capacités de calcul des ordinateurs. Les domaines d’application se sont également

multipliés.

% DEFINITIONS

HILLIER, LIEBERMAN. Il s’agit de I’application par des groupes interdisciplinaires de la méthode

scientifique aux problemes liés au contrble des organisations ou des systemes en relation avec

I’homme et la machine, afin de produire des solutions optimales pour ces organisations.

THIERAUFE et GROSSE. La recherche opérationnelle utilise 1’approche planifiée (méthode

scientifique) et un groupe interdisciplinaire pour représenter des relations fonctionnelles compliquées
sous forme de modéles mathématiques afin de fournir une base quantitative pour la prise de décision

et de découvrir de nouveaux problémes pour 1’analyse quantitative.

MASCOWITZ, WRIGHT. La RO est la méthode scientifique appliqué a la résolution de probleme

et a la prise de décision de gestion en tant que fonction de construction d’un modele symbolique par
I’examen et I’analyse des relations entre eux pour parvenir a une technique de prise de décision basée

sur des résultats optimaux.

Avec ces définitions et bien d’autres, nous pouvons conclure que la recherche opérationnelle
est la science qui détermine le meilleur plan d’action (optimal) pour un probléme de décision sous la
contrainte de ressources limitées. Grace a une approche scientifique de la prise de décision, elle
cherche a déterminer la meilleure fagon de concevoir et d’exploiter un systéme, généralement dans

des conditions qui requierent 1’allocation des ressources limitées.

% APPLICATIONSDE LARO

Il s’agit d’un échantillon des problémes que la RO a étudiés au fil du temps et résolus avec succés

dans les différents domaines fonctionnels des entreprises et de I'industrie d’aujourd’hui :

Marché et distribution
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Développement et introduction de produits, prévision de la demande et activité de la Concurrence,

localisation des centres de distribution.

Achats et matériaux

Quantités et sources d'approvisionnement, cots fixes et variables, remplacement d'équipements.

Finances et Comptabilité

Besoin en Capitaux a long terme, Analyse des flux de trésorerie, Investissements alternatifs.
Planification

Les méthodes PERT-CPM Permettent de contrdler I'avancement de tout projet comportant de

multiples activités, tant simultanées que celles qui doivent attendre d'étre exécutées.
Fabrication

Planification et contrble de la production, mélanges de fabrication optimaux, emplacement et taille

de l'usine, Circulation des matériaux et contréle de la qualité.
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CHAPITRE 2 : LE MODELE SYMBOLIQUE EN RECHERCHE
OPERATIONNELLE

L’objectif principal de la RO est la création ou la représentation des modeles mathématiques

qui représentent un probléme.

Un modele est un outil qui nous aide a obtenir une vision bien structurée de la réalité. Ainsi,
il fournit un moyen d’analyser le comportement des composants d’un systéme afin d’en optimiser les
performances. Il permet d’analyser cette situation sans interférer avec le fonctionnement réel, puisque

le modele est un miroir de ce qui se passe.

Les modéles mathématiques ou symboliques utilise des équations mathématiques pour décrire

le comportement du systeme.

Un modele mathématique comprend principalement quatre ensembles d’éléments de base.
Ces éléments sont les suivants : Variables de décisions et paramétres, Fonction économique (objectif)

et restrictions.

1. Variables de décision :

11 s’agit des inconnus ou des décisions a prendre en résolvant le modéle.

2. Paramétres de décision :

11 s’agit des valeurs connues qui relient les variables aux contraintes ou a la fonction objectif.

3. Fonction objectif :

La fonction objectif ou fonction économique est la mesure de I’efficacité du systeme exprimée sous
la forme d’une fonction mathématique des variables de décision. Le modele de décision optimal

produit la meilleure valeur de la fonction objectif.
Maximiser un avantage : Profit, rendement.
Minimiser un inconvénient : Codt, dépense.

4. Restrictions

11 s’agit des contraintes technologiques, économiques et autres du systéme qui limitent les variables

de décision a une gamme de valeurs réalisable.
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CHAPITRE 3 : LA PROGRAMMATION LINEAIRE (PL)

La PL utilise un modeéle mathématique pour decrire le probléeme. Le mot « linéaire » signifie que
toutes les fonctions mathématiques du modeéle doivent étre des fonctions linéaires.

= Rappel
= On appelle fonction linéaire toute fonction f dont I'expression peut s'écrire sous la forme :

f(x)=ax
ou a est une constante, appelé coefficient de linéarité de la fonction linéaire f.
Si une fonction est linéaire, alors sa représentation graphique est une droite qui passe par l'origine.

= On appelle fonction affine toute fonction f dont I'expression peut s'écrire sous la forme f
x)=ax+hb

ou a et b sont des constantes.

a : Coefficient de la fonction affine f.

b : Ordonnée a l'origine de la fonction affine f.

Remarques :

= Sib=0, I'expression devient f (x) = a x. On retrouve alors une fonction linéaire.
Donc : toute fonction linéaire est aussi une fonction affine.

= Sia=0, l'expression devient : f (x) = b. On obtient alors une fonction constante.
Donc : toute fonction constante est aussi une fonction affine.

= Sia=b=0, I'expression devient : f (x) = 0. On obtient alors la fonction nulle. Et la fonction
nulle est linéaire, constante et donc affine.

La programmation linéaire traite la planification des activités en vue d’obtenir un résultat optimal.
Le PL s’exprime avec une fonction économique qui s’écrit sous la forme suivante :

f(x1, %2, . Xp) = C1X1 + CaXy + C3Xx3 + -+ Xy
n

f(xli-XZI -xn) = Z Cixi

i=1
Les coefficients ¢; sont des coefficients de la fonction économique.
Les variables x; s’appellent variables de décision ou variables d’état.
Les contraintes s’expriment sous forme des inéquations.

= Si on cherche a maximiser la fonction objectif, les contraintes s’écrivent sous forme
d’inégalité de signe <.

= Sion cherche a minimiser la fonction objectif, les contraintes s’écrivent sous forme d’inégalité
de signe >.

Les variables de décision sont toujours de signe positif, et on les appelle les contraintes de positivité
(%= 0)
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La forme canonigue :

Max Z = cyxq1 + c3x5 + €3X3 + ++ + Cpxp MinZ = cixq + €%y + C3x3 + -+ Xy

( a11x1 + a12x2 + a13X3 + + alnxn S bl ( a11x1 + a12x2 + a13X3 + + alnxn 2 bl
a21x1 + a22x2 + a23X3 + + aann S bz a21x1 + azzxz + a23X3 + + aann 2 bz

1 @1Xq + Xy + AjzXs o+ QX S by | QjiXxg + ApXp + ajzxz o+ Ay = b;

Am1X1 + QX + ApzXs + o+ QnXn < byl | QX1 + QX + Azxs + -+ Xy = by
\ x,=>0,x,20,..x%,>0 \ x1=0,%x,2=0,... %, =0

Exemple de probléme de production

Soit le probléme de production suivant : Une firme fabrique deux produits P1 et P2 a I’aide des
matieres premieres M1, M2 et M3 en quantité respectives : 8Kg,7Kg et 3Kg. La production d’une
unité de P1 nécessite 2 Kg de M1 et 4 Kg de M2. Or la production d’une unité de P2 exige 2Kg de
M2 et 1 Kg pour M1 et M3.

Le profit d’une unité de P1 di a la fabrication est égal a 5 DH et celui d’une unité de P2 est égal a 6
DH.

La mission de la direction est de faire fonctionner cette usine de maniére optimale avec un profit
maximal en respectant les contraintes sur les matieres premiéres.

On résume les données sous forme de tableau :

Pl P2 Quantité (Ressource)
M1 2 1 8
M2 4 2 7
M3 0 1 3
Profit 5 6

x; : La quantite du produit P1 a produire Donc, le modéle du probléme de production est

x, : La quantité du produit P2 & produire le suivant :

x; et x, sont dites variables de décision Max Z = 5x; + 6x;

2x1 +x, < 8
4x, +2x, < 7
Les contraintes relatives a M1, M2 et M3 : X, < 3

x, = 0, x, =0

Fonction Economique : Max Z = 5x; + 6x,

21 +x, <8 ;4x1+2x, < 7; x, <3

Les contraintes de positivité :

x>0,x, >0
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CHAPITRE 4 : LARESOLUTION DE LA PROGRAMMATION LINEAIRE - LA
METHODE GRAPHIQUE

Pour résoudre un probléme linéaire en utilisant la méthode graphique, nous commencons par tracer
les droites a partir de chaque contrainte.

En se basant sur I’exemple précédent :

4.0

_ x |4 |2
(M1) 2x; +x, =8 x, |0 |4
x; |0 3
(M2) 4x; +2x, =7 5 z 5
2
_ x; |0 |1
(M3) x, =3 x, |3 |3

3.5 7

3.0 P m e N ——————————————

2.5 1

X2

2.0

1.5+

1.0+

0.5 1

0.0

— 2X1+x:=8
dx1+2x2=7
-—=- Xx2=3
Région Realisable

0.0

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
x1

4.0

N’importe quels points dans cette région réalisable satisfait toutes les contraintes (conditions)

La région réalisable est la région OEFG. Les points OEFG sont définis ci-dessous
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Méthode de recensement des sommets :
Comparer les valeurs de I'objectif correspondantes a chacun des points sommets. La plus
grande valeur réalise le maximum et la plus petite valeur réalise le minimum. La solution

optimale se trouve dans I'un des sommets de la région réalisable.

Donc on doit remplacer les coordonnées de chague point sommet dans la fonction économique : Z =
5x; + 6x5.

7
E= (M2) 0 (x,=0) S E (g) . Zp=5x (Z) =2-875

1
_ n . _ 1 _5 —
F= (M2)ﬂ(M3)-)F<§) 1Zp =5+ (1) +6x3="2+18=19.25
c(3) 1Z5=5%0+6%3=18
0

La valeur maximale de Z est 19.25 correspond au point sommet F.

Pour maximiser le profit, on va produire 0.25 unités de produit P1 et 3 unités de produit P2.

Dans cet exemple la solution optimale est x; = 0.25 et x, = 3, Supposons que la quantité ne peut

pas étre un nombre décimal.

Nous voudrons que les quantités soient cette fois-ci des nombres entiers (€ N2) pour que la solution

du probléme ait un sens applicable d’ou la notion de :

PLNE : Programmation Linéaire en Nombres Entiers. Ou Integer Programming (IP) ou Integer Linear

Programming (ILP)
La différence entre PL et PLNE réside dans la nature des variables des décisions dans ces modeéles.

= Dans PL, les variables de décision sont continues (€ R)

= Dans PLNE, les variables de décision sont entiéres (€ N)
La résolution de PLNE demande des techniques particulieres comme 1’algorithme Branch and Bound.

Suite au méme exercice :ona:

G (g) sont des nombres entiers. Z; = 18.
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1
F(g) » /4=0.25 est un nombre décimal, donc F, (g) et F, (%) ' F,=G; Zp, =18
Les coordonneées de point F, ne satisfont pas la contrainte de M2, donc il ne s’agit pas d’une solution.
z 1 2
7)) - — . .
E (0) . 714 =1.75 est un nombre décimal, donc E, (0) et E, (3) )

Les coordonnées de point E, ne satisfont pas la contrainte de M2, donc il ne s’agit pas d’une solution.
Zg1 =5

Dans ce cas la valeur maximale de la fonction économique est : 18, donc la solution optimale est x; =

Oetx, =3

Contraintes saturées et marginales

Contraintes Ressources Utilisation Ecart Etat
2x; +x, < 8 | 8Kg 2*0+3=3 8-3=5 Marginal
4x; +2x, < 7 | TKg 4*0+2*3=6 7-6=1 Marginal
X, <3 3 Kg 3 3-3=0 Saturé

Remarque : Lorsque les contraintes sont de type > (Prob de Minimisation) on parle de surplus des

ressources et non pas des écarts.
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CHAPITRE 5 : LA RESOLUTION DE LA PROGRAMMATION

LINEAIRE - LA METHODE DU SIMPLEXE

Comment ¢a se passe ?

Forme Standard

A

Définir une solution de base

A 4

Tableau du simplexe initial

. Solution ,
! Optimale Arrét
Pivotage
Changement de base:
- Choix de la variable entrante
- Choix de la variable sortante
Figure 1:Le processus de la méthode du Simplexe
Nous prenons le méme exemple :
Max Z = 5x4 + 6x, Max Z = 5x4 + 6x,

Forme Standard
le+xZS8 > 2x1+x2+81=8

4x; +2x, < 7 | 4x; +2x,+ e, =7
X, < 3 X, + e3 = 3

=0 x>0 X120, x>0 e,=>0,e,=>0,e3 =20

On exprime le probléme sous forme matricielle : A.X=Db
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2 1 1 0 0 X2 8
A=14 2 0 1 0] ;X=le| ; :[7 ;C=[5 6 0 0 0]
01 0 0 1 €2 3
€3

Une fois, nous avons la forme standard de notre PL, nous pouvons tracer le 1* tableau du simplexe
(initial).
Reégle : On choisit les variables de décision comme étant des variables hors base, et les variables

d’écarts (e;) comme des variables de base. Cad : on suppose que : x; = x, = 0 et on va déduire les

variables e;, e, et e

Max C; 5 6 0 0 0 Rapport
Cpase VBase b X1 X2 €1 €2 €3
0 ey 8 2 1 1 0 0 8/1=8
0 e, 7 4 2 0 1 0 7/2=3.5
0 es 3 0 1 0 0 1 3/1=3
Z; 0 0 0 0 0 0
Ci—2;<0 Ci—Z; 5 6 0 0 0

Ci — Z; <0 : Condition d’arrét dans le cas de probléme de maximisation

Le Choix de la variable entrante : Le coefficient C; — Z; dont la valeur est la plus élevée détermine

la variable a entrer dans la base. On appelle la colonne de la variable entrante la colonne pivot. Dans

ce cas est - x,.

Le Choix de la variable sortante : Pour trouver cette variable, on doit trouver le minimum du rapport

du coefficient du membre de droit « b » de chaque contrainte sur le coefficient correspondant de la
colonne pivot quand ce dernier est strictement positif. R={8/1|7/2|3/1} ; min = 3 correspond a la

variable e5. La ligne correspondante a la variable e est la ligne pivot.
L’intersection de la colonne et la ligne de pivot est le pivot. Dans ce cas est : 1

Le Pivotage : Le pivotage est le processus qui consiste a rendre le pivot=1. Le pivot nous permettra

de transformer le tableau actuel en un 2°™ tableau correspondant & la nouvelle base. Pour cela :

- Transformation de la ligne pivot : Diviser tous ses éléments par le pivot.

- Transformation de la colonne pivot : les éléments situés au-dessous et au-dessus de pivot
deviennent égales a Zéro 0.
- Transformation des autres cases de tableau en appliquant la regle dite de rectangle.

Pr. BENNANI A. -12 -




bxc

Regle derectangle : @' = a — —
Pivot

/ ..
- @ :Lanouvelle valeur du coefficient a
- b : I’élément situé sur la méme ligne que la valeur a, mais dans la colonne du pivot.

- C :L’élément situé sur la méme colonne que la valeur a mais sur la ligne du pivot.

Tableau 2 de notre exemple : (2°™ itération)

Max C; 5 6 0 0 0 Rapport
Crase Vease b X1 X2 €1 €2 €3
0 eq 5 2 0 1 0 -1 5/2
0 e, 1 4 0 0 1 -2 1/4
6 Xy 3 0 1 0 0 1 fala
Z; 18 0 6 0 0 6
C;—2;<0 C;— 7 5 0 0 0 -6
Tableau 3 de notre exemple : (3™ itération)
Max C; 5 6 0 0 0 Rapport
Cpase VBase b X1 X2 € €2 €3
0 e 9/2 0 0 1 -1/2 0
5 X1 1/4 1 0 0 1/4 -1/2
6 Xy 3 0 1 0 0 1
Z; 19.25 5 6 0 5/4 712
Ci—Z;<0 Ci— Z; 0 0 0 -5/4 =712

Le maximum de la fonction Z est atteint lorsqu’il n’y a plus de coefficient positif dans la dernicre

ligne. On poursuit les changements de base et les pivotages jusqu’a ce qu’on parvienne.

: : 1
Donc la solution optimale est x; = Jetxy = 3avecZ=19.25
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CHAPITRE 6 : LA METHODE DU SIMPLEXE - CAS
PARTICULIERS

+» Solutions multiples

On identifie le cas lorsque 1’un des coefficients C; — Z; relatif a une variable hors base est nul.

Max Z = x; — x, Le second membre Max Z = x, — x;
23, —x, > —4 doit étre positif x4 x, < 4
X1 — %X, < 4 X1 —x, <4
X 42, < 10 | > X +x, < 10
x120,x220 x120,x220

Forme standard Max Z = x; — x,
( _le + x2 + 61 = 4

——> X=X te =4
x1+x2+ e3= 10

Lxlz 0,x, > 0,e; = 0,e, = 0,e3 > 0

Apres des itérations au niveau de tableau de simplexe, on obtient :

Max C, 1 -1 0 0 0 Rapport
CBase VBase b X1 X2 €1 €2 €3
0 eq 12 0 -1 1 2 0 **
1 X, 4 1 -1 0 1 0 o
0 e3 6 0 2 0 -1 1 6/2=3
Z; 4 1 -1 0 1 0
C,— Z;<0 C,— Z; 0 0 0 -1 0

On remarque que la derniére ligne : C; — Z; contient un nombre nul correspondant a une variable
hors base qui est x, . Donc x, peut entrer en base, ce qui conduit a une nouvelle solution de base

optimale.
Ce changement n’affecte pas la valeur optimale Z = 4.

A travers le nouveau tableau de simplexe ( es: Sortante; x,: Entrante), on obtiendra une solution

optimale suivante : x,=7 et x, = 3.

Tous les points réalisables appartenant au segment : [(g) (Z)]
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+ Solutions impossible

MinZ = —x; + x, MinZ = —x; + x, MinZ = —x; + x,
le—XZZ _2
X, —2x, < -8
X1 +x, <5

x12 0, X >0

—2x1 +x, < 2
—x1+2x, 28
X1 +x, <5

=20 x>0

_2x1+x2+31: 2
_x1+2x2_32:8
x1+x2+ 33: 5
X1 = 0,x, = 0,e; = 0,e;, = 0,e5 =20
Si x; =x,=0alors e; =2,e, =—8ete; =5 . e,:ne doit pas étre négatif

Donc on va appeler la variable artificielle t (La méthode M)

MinZ = —x; + x, + Mt tel que M : est nombre trés grand
( —2x1+x2+el=2
_xl+2x2_ez+t=8

X1 +x2+ e3= 5
x1 = 0,x;= 0,e,= 0,6, = 0,e3 =20

Dans le cas de minimisation, on prend +Mt dans la fonction objectif.

Sixy =x,=0alors e, =2,t =8 ete; =5 (Variable de base)

Min C; -1 1 0 0 0 M Rapport
CBase VBase b X1 X2 €1 %) €3 t
0 eq 2 -2 1 1 0 0 0 2
M t 8 -1 2 0 -1 0 1 4
0 ez 5 1 1 0 0 1 0 5
Z; 8M -M 2M 0 -M 0 M
Ci—72;>20 Ci— Z; -1+M 1-2M 0 M 0 0
La condition d’arrét : Tous les coefficients C; — Z; = 0.
La colonne pivot : le minimum du nombre négatif de C; — Z;. (x;)
Apres des calculs, on obtient ce tableau :
Min C; -1 1 0 0 0 M Rapport
CBase VBase b X1 X2 €1 €z €3 t
1 Xy 4 0 1 1/3 0 2/3 0
M t 1 0 0 -1 -1 -1 1
-1 X4 1 1 0 -1/3 0 1/3 0
Z; 3+M -1 1 2/3-M -M 1/3-M M
Ci—Z;>0 C;i— Z; 0 0 -2/3+M M -1/3+M | O
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Nous avons tous les coefficients: C; — Z; > 0: condition d’arrét. La solution est optimale,
pourtant la variable artificielle « t » se trouve parmi la solution optimale, par conséquent, le PL

n’a pas de solution !! La solution est impossible.

+ Solutions non bornées

Prenons I’exemple suivant a résoudre par la méthode de simplexe.

Max Z = 10x; + 14x, Max Z = 10xq + 14x,

(x1+x22 12 ( X, +x,—e =12
x1 2 8 xl - 82 = 8
X< 6 X, + e3= 6
=20 x>0 x1 = 0,x, =2 0,e,= 0,6, = 0,e5 =20
Si x; =x, =0alors e; = —12,e, = —8ete; = 6 . e;et e,: ne doivent pas étre négatives.

Donc on va appeler deux variable artificielles t; et t, (La méthode M)

MaXZ - 1Ox1 + 14‘x2 - Mt1 - Mt2

( x1+x2—€1+ t1=12
x1_32+t2:8
{ x2+ e3:6

xy = 0,x;= 0,e,=0,e, =2 0,e3=20,t;=20,t,=0

\

Dans le cas du probléme de maximisation, on associe a la fonction objectif le coefficient -M pour les
variables artificielles.

Le tableau initial de simplexe est le suivant :

Max ; 10 14 0 0 0 | M| M
Rapport

Cgase VBase b X1 X2 €1 ) €3 ty t2
M 6, | 12 1 1 1 0 0 1| 0| 12
M t, | 8 1 0 0 1 0 8
0 €3 6 0 0 1 *k

Z, |-20M| 2M | M 0o | M| M

gl' o Zi Ci— 7, |1042M| 144M | -M | -M 0 0| o

Une fois une variable artificielle sort de la base, on ne s’intéressera pas a calculer les parameétres de

sa colonne. (t, , xq)
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Le dernier tableau est le suivant :

Max C; 10 14 0 0 0 -M | -M
Rapport
Cgase Vpase | D X1 X2 e ez es t t
14 Xy 6 0 1 0 0 1
10 X1 8 1 0 -1 0
0 e, 2 0 1 -1
Z; 164 10 14 0 -10 14
2 0 Zi Ci— Z; 0 0 0 10 -14

Nous avons la colonne de pivot (e,;) comme variable entrante. Dans ce cas on ne peut pas définir

la ligne de pivot car nous avons des valeurs nulles ou négatives dans la colonne de pivot. Donc.

La solution optimale est infinie (Non bornée), par conséquent, la valeur optimale tend vers

I'infini.
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CHAPITRE 7 : ANALYSE DE SENSIBILITE

L’analyse de sensibilité est une technique utilisée dans la PL. Pour évaluer comment les changements
dans les parametres du probleme ( C; et b; ) affectent la solution optimale. Cette analyse a pour

objectif de chercher la possibilité de varier les paramétres du PL sans changer la solution optimale.

Autrement dit : est ce que la solution optimale est sensibles aux parametres.
Prenons notre premier exemple :
Max Z = 5x4 + 6x,

2x1 +x, < 8

4x, +2x, < 7
X, <3 La solution optimale est ( Ya 3)

X12 O,XZZO

« La variation du coefficient C,de la fonction économigue

On voudrait changer la variation du coefficient C, de la fonction objectif (Intervalle d’optimalité)

sans changer la solution optimale.
On va considérer: C'y = C; + A=5+ A ou A : Variation

Nous prenons le dernier tableau optimal du simplexe de notre exemple, et on remplacera C; par

son équivalent.

Max C; 5+ A 6 0 0 0
CBase VBase b X1 X2 €1 €2 €3
0 e, 9/2 0 0 1 -1/2 0
5+ A X 1/4 1 0 0 14 172
6 X, 3 0 1 0 0 1
Z; 19.25+A/4 | 5+ A 6 0 G+A) /4 | (7=D)2
C,;— Z,<0 C,— Z; 0 0 0 —(5+M) /4 | -(7-0)2
Conditions :

—(5+A)/4<0et-(7—A)2<0donc:-5<A<7 > 0<C <12

Le coefficient de C; peut varier entre ]0, 12[ en gardant la méme solution optimale ( Ya 3).
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% Analyse de sensibilité pour b;

La variable d’écart e; correspond a la 1% contrainte ( b; )
La variable d’écart e, correspond a la 2°™ contrainte ( b, )
La variable d’écart e; correspond & la 3°™ contrainte ( b5 )

Prenons ’exemple du paramétre de b,

Donc: b'j = bj+ Ae,

Max C; 5 6 0 0 0
CBase VBase b’j = bj + A €2 X1 X2 € €z €3
0 ey 9/2-A/2 0 0 1 -1/2 0
5 X1 1/4+ A/4 1 0 0 1/4 -1/2
6 Xy 3 0 1 0 0 1
Z; 19.25 +5. A/4 5 6 0 5/4 712
Ci—Z,<0 Ci— Z; 0 0 0 -5/4 =712
Les ressources (b;) doivent étre positives. Donc
2-2 20
2 2 Donc —1<A <9 > 6< b, <16
~+- 20
4 4
o 7,=1925+ 5.A/4  Donc 19.25-2< 1925+5.2<19.25+2
18 < Z,; <30.5
-19-
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CHAPITRE 8 : LADUALITE

A chaque probléme d’optimisation linéaire, nous allons définir un nouveau probleme appelé le

dual. Le probleme original est appelé primal.
Exemple : Nous avons deux catégories : les vendeurs et acheteurs :

- Les vendeurs doivent vendre aux acheteurs et ils veulent maximiser leurs profits.

- Les acheteurs veulent les acheter en colt minimum possible.

Le principe de la dualité représente le plus bas prix total a payer pour 1’acheteur doit étre égal au

bénéfice maximal pour le producteur.

Les propriétés liant le programme primal et son dual, permettront de résoudre des problémes de

minimisation en termes de maximisation, ce qui est souvent plus facile.

Les régles générales de la transformation du PL primal vers dual et vice versa.

Max Min
Nombre de contraintes Nombre de variables de décision
Contraintes Variables de décision
= € R
= <
< =
Variables de décision Contraintes
€ R =
>0 >
<0 <

Exemple : Trouvez le dual de ce PL
Les ressources du primal deviennent les coefficients de la fonction objectif du dual.

Les coefficients de la fonction objectif du primal deviennent les ressources du dual.
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% Revenons a notre fameux exemple.

Max Z = 5x1 + 6x, MinZ' = 8y, + 7y, + 3y3
2x, +x, < 8 Son dual
(4x11+ 2;2 <7 2y, +4y, = 5
X, < 3 Vi+2y,+y3> 6
x12 O_XZZO Y120:}’22 OJY320

Trouvez la solution du PL Dual a partir du Primal

e La 1% étape : Etude de I’état des contraintes du primal

La solution optimale de dual est : (1/4 3)
- On sait que la 1% contrainte du Primal n’est pas saturée, donc la variable de décision du dual
associée est nulle (y; = 0).

- Les deux autres contraintes du primal sont saturées. Rien a signaler.

e La 2™ étape : Etude de signe de la solution optimale du primal

- Onax; =1/4>0 alors la 1° contrainte du dual est saturée.

- Onax, =3>0 alors la 2°™ contrainte du dual est saturée.
Donc, on obtient le systéeme suivant a résoudre :

2y1+4‘y2= 8
y1i+2y,+y; =6
y1=20

: . 5 7
La solution optimale du dual est: y; = 0,7y, = V3=

77
Z'de (dual) = 8y, + 7y, + 3y3 = i 19.25 = Z de (Primal)

Un autre exemple :

Max Z = 4x; + 5x, + 2 x5 MinZ' = 3y, + 2y, +2y3+ y,
Son dual
2x12+4§22=3 2y, +3y; = 4
X3 = 4y +y3+ Y2 <5
3x1+x2+x3S2 Zy +ys+y > 2
X, + x5 < 1 2 e

20 x>0, 3= 0 yi ER y,<0,y;20y,>0
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