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Mathématiques

Calcul matriciel

Fonctions numériques d’une variable réelle

Fonctions réelles a deux variables
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Introduction

A quoi servent les mathématiques?
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Introduction

Un modele mathématique est nécessaire pour raisonner

rigoureusement;

Les variables ¢économiques dépendent les unes des autres;

Les données ¢conomiques sont souvent quantitatives.

d

Neécessite de connaitre la théorie mathématique des fonctions.
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Calcul matriciel
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1 Calcul matriciel

] Matrices

On appelle matrice de type (n; p) un tableau a n lignes et p colonnes,
comportant np nombres réels. Une matrice A sera notée :

A = (ajj)1sisn== i
1<j<p Y
\anl anz nns nnn anp/

Si la matrice comporte une seule colonne (p = 1), on dit que c’est une matrice-
colonne ou un vecteur-colonne.
Si la matrice comporte une seule ligne (n = 1), on dit que c’est une matrice-

ligne ou un vecteur-ligne.

Pr. Soumaya FELLAJI



1 Calcul matriciel

] Matrices

Soit A une matrice (n;p). A est appelée matrice carrée lorsque n = p. On

appelle termes diagonaux de A les coefficients a;;, i = 1, ..., n.

A est diagonale lorsque tous les termes non diagonaux sont nuls, ¢’est-a-dire si
a;; =0desquei +#j.

A est triangulaire inférieure si tous les termes situes au-dessus de la diagonale
sont nuls, c’est-a-dire si a;;; = 0 pour i < j.

A est triangulaire supérieure si tous les termes situés au-dessous de la

diagonale sont nuls, c’est-a-dire si a;;; = 0 pour i > j.

Une matrice A est appel¢e matrice nulle si tous les termes a;;j sont €gaux a 0.
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1 Calcul matriciel

] Matrices

Transposition

Notons M, ,, ’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes.

Soit A € My, ,,. On appelle matrice transposée de A et on note A" (ou A7) la
matrice deduite de A en €changeant lignes et colonnes.

Exemple
Soit A définie par : La matrice transposée de A s’€écrit :
> 4 5 2 9
A=|2 7] a=ar=[ 7 ]
9 1
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1 Calcul matriciel

] Matrices

Addition de matrices

Soit 4 = (a,-j) et B = (b,-j) deux matrices de My, ,. La matrice A + B, addition de
A et B, est définie par A+ B = (a,-j + bi]-), c’est-a-dire :

ajx - Qqp biy - blp a1 +bqyqg - A1p + blp
A+B=|: ~ i |4 i o i |= : " :
an1 - Qpp b, - bnp a,1 +b,; - Anp + bnp
Exemple
Soient A et B définies par : La matrice 4 + B est donnée par :
5 4 -2 0 5-2 4+0 3 4
A=1|2 7 B=|6 -1 A+B=|(2+6 7—-1({=|8 6
9 1 3 8 9+3 1+8 12 9
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1 Calcul matriciel

] Matrices

Multiplication d’une matrice par un nombre réel

Soit A = (a,-j) et B e R. On note BA la matrice obtenue en multipliant chaque
terme de A par le réel (5, c’est-a-dire :

@11 - Qyp payr - pagy
An1  ** Qnp pan, - ,Banp
Exemple
Soient A une matrice un scalaire f = 2 : La matrice 24 est donnee par :
5 4 10 8
A=1|2 7 24 =2 X
9 1 18 2
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1 Calcul matriciel

] Matrices

Produit matriciel

Soient A = (ai]-) € Myp et B = (b,-j) € My m. On appelle produit de A et B, et
on note C, est une matrice a n lignes et m colonnes dont le terme général c;;

s’écrit : .
Cij = @i1byj + appbyj + - + aipbp; = 2 iy
k=1
Exemple
5 4 2
Soient A et B deux matrices définiespar: A =|2 7 B = [1]
9 1

La matrice AB est donnée par :

5 4], [5x2+4x1] [14
2 7 [1]= 2x2+7x1|=]11

9 1 9x2+1x1 19

AB =
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1 Calcul matriciel

] Matrices

Matrices carrées et inversion de matrices

On note M, I’ensemble des matrices carrées (n,n).

On appelle matrice identité I’¢lément de M, dont les seuls €léments non nuls sont

les ¢léments diagonaux qui sont ¢gaux a 1. Cette matrice est notée I,,.

Une matrice A € M, est dite inversible s’il existe une matrice B € M, telle que

AB = BA = I,,. B est alors appelée matrice inverse de A et notée A~ 1.
Si1 A est une matrice inversible de M,,, ona {AB =AC = B = C}.
Si1 A est une matrice inversible de M,,, ona {BA=CA = B = C}.
S1 deux matrices A et B de M, sont inversibles, le produit AB est inversible et :

(AB)"1=A4"1B"1

Pr. Soumaya FELLAJI



1 Calcul matriciel

] Matrices

Les matrices ¢lémentaires sont des ¢léments de M, qui, multipliés par une

matrice A de M, permettent les opérations suivantes :
= Permuter deux lignes ou deux colonnes de A4;
= Multiplier une ligne ou une colonne de A par un nombre réel c;

= Ajouter a une ligne (colonne) de A une autre ligne (colonne) de A multipliée

par une constante.
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1 Calcul matriciel

] Matrices

Permuter deux lighes ou deux colonnes

0 1 0
Soit la matrice I, définie par : Iy, = ll 0 0]
0O 0 1

Cette matrice est obtenue en permettant les deux premieres colonnes de la matrice

identité I3. Pour une matrice A quelconque, calculons les produits I115,A4 et All45:

0 1 0][a11 aq12 Q13 az1 Qzz Qpzs
1 0 0]|Az21 Q22 Aaz3| =|A11 Q12 Qi3
0 0 1llazqy a3z aszj az; AQaszs

a2 a13110 1 0 ai; aq1 Qai3
All4, = az1 Az Q3|1 0 O =|A22 az1 Qzz

as az; aszz|l0 0 1 azq AQaszs

M,,A =

11, A est déduite de la matrice A en permutant les lignes 1 et 2.

All, est deduite de la matrice A en permettant les colonnes 1 et 2.
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1 Calcul matriciel

] Matrices

Multiplier une lighe ou une colonne par une constante

c 0 O
Soit la matrice I (c¢) définie par : I,(c) = [0 1 0]
0O 0 1

Cette matrice est déduite de la matrice identit¢ en multipliant le premier terme

diagonale par une constante c. Calculons les produits I1(c)A et Al (c):

¢ 0 0]1[411 Q12 Q137 ca11 Caqp Ccaips
I;1(c)A=|0 1 0||Q21 Q22 Qaz3| =|Az1 A2 Q33
0 0 1llaz1 a3z, aszsz| | d31 as» ass

Ai2 a13][c 0 O a1 Aq2 Qg3
AIl(c)z a Azz az3[|0 1 0| = (€A1 0azz az3
_a asz; aszz|l0 0 1. cazq Qazz; AQaszs

I (c)A est la multiplication de la k-ieme ligne de la matrice A par la constante c.

Al (c) est la multiplication de la k-iéme colonne de la matrice A par la constante c.
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1 Calcul matriciel

] Matrices

combiner deux lighes ou deux colonnes

1 0 c
Soit la matrice I13(c) définie par : I3(c) = [0 1 0]
0 0 1

Cette matrice est déduite de la matrice identité en ajoutant la constante ¢ au terme

situé sur la 1° ligne et la 3™ colonne. Calculons les produits I13(c)A et Al13(c) :

1 0 c][Q11 Q12 Q13] a1 + cazqy aqp +cazp; aq3+ caszs
I13(c)A=|0 1 0] [021 Azz QA3 = aziy azz a3 ]
0 0 1ilaz; azz aszs] | aszp as; ass
A11 Q12 A13][1 0 C] a;; A1z Aq3 +caqq
Al;(c) = Q21 Q33 023] [0 1 0| =|az1 az; ajz3z-+ ca21]
a3y asz assllo 0 1. azq a3z asz+caszg

I (c)A ajoute c fois la k-ieme ligne a la i-ieme ligne de la matrice A.

Al (c) ajoute ¢ fois la i-iéme colonne a la k-iéme colonne de la matrice A.
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1 Calcul matriciel

] Matrices

Concaténation de deux matrices

Soient A et B deux matrices a n lignes, comptant respectivement p et

m colonnes.

On appelle matrice concaténée de A et B, la matrice C, notée [A|B] de

dimension (n, m + p).

ai alp b11 blm

aAni1 - anp b .. b
nl nm
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1 Calcul matriciel

J Déterminants

Définition

Soit A une matrice (2,2) de terme geénéral a;j,i,j = 1,2. On appelle déterminant
de A et on note det(A) la quantité :

det(A) = A11a;; — Q12034

Exemple
: . 4 3
Soit A une matrice : A= [ ]
6 5

det(A)=a11a22—a12a21=4X5—3X6=20—18=2
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1 Calcul matriciel

J Déterminants

Définition

Soit A une matrice (n,n). D;j est le déterminant de la matrice déduite de A en
supprimant la i-ieme ligne et la j-iéme colonne de A. On appelle (i,j)-1eme
cofacteur de 4 la quantité C;; = (—1)"*/Dy;.

Soit A une matrice (n,n). On appelle i-itme mineur principal de A le
déterminant de la matrice (n — i,n — i) obtenue en supprimant les dernicres

lignes et colonnes de A.

Soit A une matrice (n,n). On appelle déterminant de A la quantité :
n

det(A) = z a,-jC,-j

j=1
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1 Calcul matriciel

J Déterminants

Exemple
3 1 2
Soit A définie par : A=11 4 2
2 6 4

L4 2] 41 2 1 4
det(A)_3|6 4| 1|z 4|+2|2 6
det(A) =3X(4X4—-2%X6)—1X(1X4-2%X2)+2X(1xX6—2Xx4)

det(A) = 8

Dans ce cas, on dit qu’on développe le déterminant selon la premicre ligne de A.

On obtient le méme résultat en développant selon la deuxieme ligne de A.
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1 Calcul matriciel

J Déterminants

Propositions

Soient A et B deux matrices (n,n). On a alors :

det(AB) = det(A)det(B) et det(AT) =det(A) et det(A™)= 1

det(A)

Soient A une matrice (n,n) et B une matrice déduite de A en intervertissant

deux lignes ou deux colonnes. On a alors :
det(B) = —det(A)

Une matrice A de dimensions (n,n) est inversible si et seulement si son

déterminant est non nul. Si tel est le cas, la matrice inverse A~ est définie par :
1
det(A)

OucC = (Cl-j, [,j =1,..,n) est la matrice des cofacteurs de A.

-1 CT
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1 Calcul matriciel

] Systémes d’équations linéaires

On appelle systéme de n €quations lin€aires a p inconnues (X1, Xz,..., Xp) le
systeme :

(A11X1 + Q12X + -+ A1pXp = b1 (Ll)
(S)< a{1xq1 + azpxy + - + aszp = bz (Lz)

\Ap1X1 + Ap2 Xy + -+ QupXy = b, (L)

Ecriture matricielle :

aij1 Qaq2 alp X1 bl
az1 Qzz Aop | (*2| = [D2| o AnpXp, = By,
An1 QAp2 Anp | |Xp b,
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1 Calcul matriciel

] Systémes d’équations linéaires

Le systéeme (S) est dit :

= Carré lorsque n = p.

= De Cramer lorsqu’il est carré et que A est inversible.
= Homogene lorsque B = 0.

= Impossible lorsqu’il ne possede pas de solution.

= Indéterminé lorsqu’il possede plusieurs solutions.

Tout systeme homogene possede une solution.

Tout systeme de Cramer possede une solution unique.
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1 Calcul matriciel

] Systémes d’équations linéaires

Résolution par substitution

{ 3x1 +x2 =12
4x1 + sz =18

Soit le systeme lin€aire :

La méthode de résolution par substitution consiste a exprimer une variable en
fonction de 1’autre dans une €quation et a opérer le remplacement dans la seconde
cquation : Xy = 12 — 3x4
En remplagant par son expression dans la seconde égalité, on aboutit a :
4x1+2%x (12 -3x,) =18 = x1 =3

On en déduit alors :
X, =12-3x%x3 = X2 =3

Cette methode est lourde a appliquer lorsqu’il y a plusieurs variables et €équations.
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1 Calcul matriciel

] Systémes d’équations linéaires

Méthode de Gauss

X1 + 3x2 + 4x3 =50 (Ll)
3xq1 +5x, —4x3 =2 (Ly)

Soit le systeme lin€aire :
4x1 + 7x2 — 2x3 = 31 (Lg)

Elimination de x4 dans (L) et (L3) puis élimination de x5 dans (L3) :

X1 + 3x3 + 4x3 = 50 (L1) x1 + 3x5 + 4x3 = 50 (Ly)
X2 +4x3 = 37 (L) < (Lp) —3(Lq) Xy +4x3 =37 (L) « (Ly) — 3(Ly)
5x2 + 18x3 = 169 (L3) «— (L3) — 4-(L1) 2x3 = 16 (L3) — (L3) — S(LZ)

D’ou :
De: (L) :x3=8

Puisde: (Ly) :x, =37 —-4X%Xx8=5
Enfinde: (L) :x1 =50 —3X5—-4x8=3
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Fonctions numériques d’une variable réelle

Pr. Soumaya FELLAJI

Qu’est-ce qu’une fonction?




2 Fonctions numériques d’une variable réelle

AC

1

L Généralités
Sortir avec un parapluie?

Cela dépend des prévisions de Météo.

Calculer la surface d’un carré.

Elle dépend de son cote.

Consommation des ménages
4

cexsc, Prédire la consommation d’une personne.

Elle dépend de son revenu (mode¢le keynésien).

»

0 Revenu des ménages

Ay
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

Définition

On dit que "f " est une fonction numérique d’une variable reelle s’il existe
un sous-ensemble I de R tel que chaque nombre x € I possede une unique

image f(x) qui est un nombre réel.

Notation

Domaine de définition de f, noté D¢

ri(h-
Antécédent — X *@4— Image de x par f
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

Des que 1’on considere f sur I, on peut dire ¢galement que f est une

application de I dans R.

[’ensemble des images de x par f'se note Im(f) et s’écrit :

Im()={f(x)| xel }Cc R

Le domaine de définition d’une fonction réelle peut étre défini par un

intervalle, union d’intervalles ou par I’ensemble R.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

Exemples

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes:

fi(x) =+/x fL(x) =v4—x

fi0) = —— fulo) =L
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

Réponses

1) Dpp = {xeR | x =0} =R"
2) Dpp = {xeR | 4—x =0}

Dfp ={xeR | x <4} = ]—,4]

3) Digz = {x€eR [(x —2)(x — 3) # 0}

Digz ={xeR |x # 2 et x # 3} = R —{2,3}

4) Dey = {x€eR | [x| =0 et|x][+5>0}=R
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

Graphe d’une fonction numérique

On sait que I’ensemble R des nombres réels peut €tre représenté par une

droite.

Y

[’axe des abscisses (droite horizontale)

représente R comme ensemble de départ.

[’axe des ordonnées (droite verticale)

y==zx

y=3

représente R comme ensemble d’arrivee.

|

Y= —V.

Pr. Soumaya FELLAJI
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

Graphe d’une fonction numérique

Soit f une fonction numérique définie sur un ensemble Dr.

On appelle graphe de f (ou courbe représentative de f) I’ensemble des

points M(x, f(x)) du plan dont I’abscisse x est un ¢lément de Dy et

Pordonnee est I’image f(x) de x par f. Il est note C :
Cr={(x,f(x)) | x € Ds}

L’équation y = f{x) est appelée équation cartésienne du graphe (ou de la

courbe représentative) de f.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

Graphe d’une fonction numérique

On peut facilement lire I’image d’un réel ainsi que ses antécédents a partir
Yy A 2

= g

/ y=3

r

du graphe de la fonction.

En particulier, le(s) antécédent(s) d’un reel z par

f sont les abscisses des points d’intersection de

la droite y = z avec le graphe de f qui a pour

y=V3

equation y = f(x)
Un coup d’ceil a la courbe permet souvent de comprendre quelles sont les

proprié¢tés de la fonction f.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

Opérations sur les fonctions

Sotent f: I > R et g : I - R deux fonctions numériques définies sur le

méme ensemble 1. Alors :
La somme de fet g est la fonction f+ g : I — R définie par :
F+8x)=fx) +tgx) Vxel

Exemple

f:x - 2x+ 15 g:y—->y+1

F+gr)=fix) +gx)=2x+15+x+1= 3x+ 16

Pr. Soumaya FELLAJI
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

Opérations sur les fonctions

Sotent f: I > R et g : I - R deux fonctions numériques définies sur le

méme ensemble I. et A un nombre réel. Alors :
Le produit de f'et g est la fonction fx g : I - R definie par :
Fxgx)=fx)xgx) Vxel

Exemple

f:x > 2x+ 15 gy oy?

Fxg)x) = fix)xgx) = (2x + 15) x*> = 2x3+15 x>

Pr. Soumaya FELLAJI 14



2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

Opérations sur les fonctions

Sotent f: I > R et g : I - R deux fonctions numériques définies sur le

méme ensemble I. et A un nombre réel. Alors :

La multiplication par un scalaire A €R est la fonction A f: I - R definie

par : (A (x) =1 f(x) Vxel

Exemple

f:x =>2x+ 15
(5f)(x) = 5fx)= 52x+15)=10x+75
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

Composition

Sotentf: I = Ret g : f(I) = R deux fonctions numériques.

La fonction composée notée gof est la fonction definie par :

(€N =8(f(x))  Vx€Dy

Exemple

f:x =>2x+ 15 gy oy?
() = g(fiv) = (2x + 15)* = 4x% + 60x + 225
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

Fonctions majorées, minorées, bornées

Soit f: I — R une fonction numérique.

La fonction f'est majorée sur I s’1l existe un réel M tel que :

Vxel flx) <M

La fonction f'est minorée sur I s’1l existe un réel m tel que :

Vxel f(x) =m

La fonction f est bornee sur I si elle est a la fois majorée et minorée sur I :

Am, M)eR / Vxel m< fix) <M
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

Fonctions croissantes, décroissantes

Soit f: I = R une fonction numérique.

fest croissante sur I : Vx,yel x<y = f{x) < f(y)

fest strictement croissantesurl: Vx,y el x <y = f{(x)<f{(y)
fest décroissante sur I : Vx,yel x<y = f{x) = f{(y)
fest strictement décroissantesurI: Vx,y el x <y = f(x)> {(y)

f est monotone (resp. strictement monotone) sur I s1 f est une fonction
croissante ou deécroissante (resp. strictement croissante ou strictement
décroissante) sur 1.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

Fonctions croissantes, décroissantes

Pour étudier la croissance ou la décroissance de la fonction f, on introduit

le rapport (appelé taux d’accroissement de f) :

fx) — f(y)
xX—y

ou X +y

f est croissante (resp. strictement croissante) sur I, si est seulement si :

x)— {(y)

Vxelety el x+y = vy >0 (resp. >0)
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

Fonctions croissantes, décroissantes

LLa somme de deux fonctions croissantes sur I est croissante sur 1.

LLa somme de deux fonctions décroissantes sur I est décroissante sur 1.

Exemple

Etudier la monotonie de la somme des fonctions f et g définies par :

f:x - 2x+ 15 g:y—->y+1
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

Fonctions croissantes, décroissantes

f.'x—>2x+15; Df:]R
Vx eRety eR:

x<y=2x<2y
= 2x+15 <2y + 15

= f)=f)

Donc : f est croissante.

g:y—->y+tl, p,=R
Vx eRety eR:

x<y=>x+1<y+1

= g(x) < g(y)

Donc : g est croissante.

Or, la somme de deux fonctions croissantes sur I est croissante sur I.

Ainsi, Ia somme des deux fonctions f et g est une fonction croissante.

Pr. Soumaya FELLAJI
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

Fonctions croissantes, décroissantes

S1 les deux fonctions f et g ont le méme sens de variation, alors leur

composee gof est croissante.

S1 les deux fonctions f et g ont des sens de variation différents, alors leur

composee gof est décroissante.

Exemple

Etudier la monotonie de la fonction h définie par :

\4 R™ : hx) = —=——
xe ) x%+1
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

Parité

Soit I € R un intervalle symétrique par rapport a 0 (c.a.d.. de la forme

|—a, a| ou |—a, a] ou R) et fune fonction définie sur cet intervalle.

fest paire si : Vx el f(x)=f(x)
f est impaire si : Vx el f(—x) = —f(x)

f est paire si et seulement si son graphe est

symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.
Y

f est impaire si et seulement si son graphe est

symétrique par rapport a 1’origine.

g

\/\"
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Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

Périodicité

Soit f: R — R une fonction numérique.

Soit T un nombre réel positif (T > 0).
fest périodique de période T si : Vx eR f(x+T7T)=f(x)

fest périodique de période T si et seulement si son graphe est invariant par la translation de vecteur T3,

N D . J4
ou  est le premier vecteur de coordonnées.

3

! e
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

On considere la fonction f définie par : f(x) = %

Pr. Soumaya FELLAJI

Déterminer le domaine de définition de f.

Déterminer les images de 4 et 9.

, : ., 1
Determiner [’antecedent de 2 et =

Etudier la monotonie de f.

Etudier la parité de la fonction f.



2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

On considere la fonction f definie par : f(x) =

X IR

Déterminer le domaine de définition de f .

" La fonction f est définie si x # 0. Donc :

D =] — o0; 0[U]0; +oof
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

On considere la fonction f definie par : f(x) = %
Déterminer les images de 4 et 9 :

1

" x=4: f(x)=? —— f(4)= "

1

" x=9: f(x)=7 —— f(9)= 5
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

b N\ o 14 . 1
On considere la fonction f definie par : f(x) = -
, . s, 1
Deéterminer [’antécédent de 2 et <
1
'f(x)ZZ : xX=?7 — 2=-= Donc :
X
_ 1 1 1
'f(x)__ x="? —_— == Donc
5 5 X

Pr. Soumaya FELLAJI

1
X=—
2

x=3




2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

On considere la fonction f definie par : f(x) = i

Etudier la monotonie de f -
1 1 y—x —-(x—-y)

fO-fO) _x y_xy __—xy _ 1
X =Yy X—y XxX—Y X =Yy Xy
" Vxe|—o0;0[etye]—o0;0]: —l<0
Xy
Donc f est strictement décroissante sur | — oo; 0
1
= Vx€]0; +oo[ et y €]0; +oo] : _x_y<0

Donc f est strictement décroissante sur |0; +oo[

f n’est pas strictement décroissante sur | — co; 0|U]0; +oo]
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Généralités

On considere la fonction f définie par : f(x) = %
Etudier la parité de f :

On sait que : Dy =] — 00; 0[U]0; +0o[ == symétrique
Ona: f(—x)=—

1 1\
— —(;)——f(x)

Donc : V x€Ds : f(=x) = —f(x)

Par conséquent, f est une fonction impaire.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Fonctions élémentaires

Fonctions linéaires

Soit f : R — R une fonction numerique.

/0’
On dit que f est une fonction linéaire, s’1l existe une constante a € R, telle

que :

VxeR: f(x) =ax

Une telle fonction a pour représentation graphique une droite passant par

le point (0;0).
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Fonctions élémentaires

Fonctions affines

Soit f : R — R une fonction numerique.

On dit que f est une fonction affine, s’il existe des constantes a € R et

b € R, telles que :
VxeR: f(x) =ax+b

Une telle fonction a pour représentation graphique une droite dont a est la

pente ( ou ¢galement coefficient directeur) et b est I’ordonnée a I’origine.

f est strictement croissante sur R si a > 0, strictement décroissante s1 a <0

et constante si a = 0.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Fonctions élémentaires

Fonctions affines

Consommation des ménages La consommation C est une fonction

A
affine du revenu Y :

AC La pente dans ce cas est ¢, avec :

¢ = AC/AY 0<c<l1

o (La loi psychologique fondamentale de

> Keynes : la consommation augmente

0 AY Revenu des ménages . .
moins vite que le revenu.)
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Fonctions élémentaires

Monome

On dit que f est un mondme si elle est definie par :
VxeR: fix)=axk
avec a et k sont fixés telsque a e R etk e N.
S1a # 0, on dit que k est le degré du monome.

Exemples

La fonction : V x € R : f(x) = 2x est monome de degré 1.
La fonction constante ¥ x € R : f(x) = 7 est un monome de degré 0.

La fonctionV x € R : f{x) = 9x° est un monéme de degré 5.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Fonctions élémentaires

Racine carrée

La fonction racine carrée f est notée :

VxeR': fix)=+vx

Pour x = 0, le nombre \/x est I’'unique réel positif dont le carré est égal a x,

¢’est-a-dire : (v/x)*= x.

2

S1a >0, I’équation x“ = a possede deux solutions dans R :

x=+a et x=—+a
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Fonctions élémentaires

Polynomes

La fonction f est un polynome (ou une fonction polynomiale) si f est la

somme d’un nombre fini de monomes :

VxeR: fix)=a, x"+a, 1 x" 1+ +a;x+ag
avecn € N etag, a4, ..., a, sont dans R.
S1 a,, # 0, on dit que n est le degré du polynome.

fpeut s’écrire de la fagon suivante :  f(x) = Y po @i X*
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Fonctions élémentaires

Polynomes

Définition

S1 f est un polynome, on appelle racine de ce polynome tout nombre

a e R tel que f(a)=0.

Proposition

Le réel a est une racine de f's1 et seulement si il existe un polynome P tel

que : VxeR: fix) =(x —a) X P(x)
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Fonctions élémentaires

Polynomes

Corollaire

Si f est un polyndme de degré m sur R, ayant m racines distinctes

X1,X2, ..., X, dans R, alors f's’€crit :
VxeR: fix) =a,(x —x1)(x —x3) ...(x — x,)

On en déduit qu’un polynome de degré m admet au plus n racines

distinctes dans R.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Fonctions élémentaires

Fonctions rationnelles

Définition

Soit f: R — R une fonction numérique.

P1(x)
P (x)

f est une fonction rationnelle si elle s écrit sous la forme : f(x) =

Ou P,et P, sont deux fonctions polynomes

Exemple

2x%-5x+11

La fonction : f(x) = 7t 2r—1

est une fonction rationnelle.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J Fonctions élémentaires

Fonctions rationnelles

Exemple : Colit moyen

Soit C(Q) le colt de production d’une quantité Q d’un certain bien par une

firme.

C
On appelle colit moyen la fonction : CM(Q) = ¢@

Q

S1 la fonction de colt C est un polynome, alors le colit moyen CM est une

fonction rationnelle.

CoUt fixe Colt variable

Supposons que : C(Q) @Alors . CM(Q) = 10 ZZQ = % + 2
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

Les limites

Que devient votre chiffre d’affaire si votre prix se rapproche de plus

en plus de celui du concurrent?
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

(] Les limites

Limite réelle en un point

Soit f : I —» R une fonction numérique. Soit Xy un point de I ou une

extrémite de 1.

Soit £ un nombre reéel. On dit que fadmet une limite en xg s1 f{x) est aussi

proche que 1’on veut de £ deés que x est suffisamment proche de xy.

On parle alors de la limite £ de fen x¢. On note :

Oou eNncore

On dit que f{x) tend vers £ quand x tend vers xy.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

(] Les limites

Limite finie en un point

Soit /: I = R une fonction numerique. Soit

Xo un point de I ou une extrémite de I.

Soit £ € R. On dit que f a pour limite £ en — b i

p—t—i
G

Xg S1: 5

Ve>0 36>0 Vxel |x—x9| <6 = |f(x)—{|<e

f(x) est aussi proche que ’on veut de £ deés que x est suffisamment proche de x

On dit que f{x) tend vers £ quand x tend vers xg. On note :

[im f(x) =7 ouencore limf=+
X=X X0
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

(] Les limites

Limite finie en un point

Exemple
f(x)=9%+2 et xg=2 =—= gcil)wzlf(x)=9(2)+2=20

’p =L29_”
A
10 [ |
Eavy / | |
. . o I
6 -4 -2 / ) 2 4 6
/ Ta ]"n
/ o LV
/ ""C

Alors quand x se rapproche de 2, f(x) se rapproche de 20.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

(] Les limites

Limite infinie en un point

Soit [ : ]a,xo[U]xo»b[ — R une fonction JH_' _

numerique.

On dit que f'a pour limite +c0 en X, qu’on note [im f(x) = +co, si:
X=X

VA>0 36>0 VYxel |x—x9|/<d = f(x)>A

On dit que f'a pour limite -co en Xy, qu’on note lim f(x) = —co, si:
X=X

VA>0 36>0 Vxel |x—x9|<6 = f(x)<-A
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

(] Les limites

Wy
Limite en linfini

R . N—
Soit f: |a, +oo[ = R une fonction numérique. \/
Soit £ € R. | *

On dit que f'a pour limite £ en +oo, qu’on note lim f(x) = £, si:

X—+00

Ve>0 dB>0 VYxel x>B = |[f(x)—{|<e

On dit que f'a pour limite +oo0 en +oo, qu’on note lim f(x) = +co, si:

X—+00

VA>0 dB>0 Vxe€l x>B = f(x)>A

De la méme maniere, on définirait la limite en -co pour des fonctions définies sur les
intervalles du type |—o0, a.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

(] Les limites

Limite en l'infini

Exemples 4y i

Inx

[ S ———

- lim In(x) =+ - lim e* =+
X—>—+ 00 X—+ 00

« limin(x) = — « lim e*=0
x—0 X——00
x>0
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

(] Les limites

Limite a gauche et a droite

Soit f: |a, xo[ U ]xg, b| = R une fonction numérique.

On appelle limite a droite en x( de f'la limite de la fonction fj;,, 5 €n Xg

et on lanotelim f(x) ou lim f.
x-xg xg

On appelle limite a gauche en x( de f la limite de la fonction fjj4 [ €n

Xo eton lanotelim f(x)oulimf.
x—>x0 XO
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

(] Les limites

Limite a gauche et a droite

10

Exemples

S
I
I
_|_
8

-10 -5 [}

-10

Pr. Soumaya FELLAJI
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

(] Les limites

Limite a gauche et a droite
Application : Limite de la demande quand le prix varie

Soit F; une firme monopole Soit F, une firme concurrente

Elle fixe un prix P;

‘ A 4
Demande : Q1(P1) =40-2P4 Elle fixe le prix a P, =8

Si les clients ne tiennent compte que du prix, quelle sera la demande Q1 qui

s’adresse a F; en fonction du prix P, fixé par F,?
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

(] Les limites

Limite a gauche et a droite
Application : Limite de la demande quand le prix varie

Soit F; une firme monopole Soit F, une firme concurrente

Elle fixe un prix P;

‘ A 4
Demande : Q1(P1) =40-2P4 Elle fixe le prix a P, =8
Q,=0cet Q.(Py) =40-2P; lim Q(P1)=40-2x8=24
" P<8 > P18~ .
Car tout le monde préefere F; qui est moins chere
1
o ‘ Q2= Q1(P1) = Qu(P)=3(40-2x8)=12 Q1(8) =12
: Chaque firme prendra 50% du marché car elles ont méme prix
P)=0 lim P)=0
, P1> 2 R Q1( 1) P8+ Ql( 1)
Car tout le monde prefere F, qui est moins chere
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

(] Les limites

Propriétés

S1 une fonction admet une limite, alors cette limite est unique.

Silimf=f¢e€Retlimg =+ €R, alors:

X0 X0
lim(A-f)=4-¢ VAER lim(f+g)=¢+71
X0 X0
: 11 ] _ ,
Sl#iO,alors.l?:l;—f l;?on(fXg)—£+£
Silim f = +oo (ou —o0) alors : lim>=0
X xg [
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

(] Les limites

Propriétés

Soit f une fonction définie sur |a, b| :

1. Si fest croissante et majorée sur ]a, b[ alors elle admet une limite en b™.
2. Si fest croissante et minorée sur |a, b[ alors elle admet une limite en a™.
3. Si fest décroissante et majorée sur ]a, b[ alors elle admet une limite en a™.

4. Si fest décroissante et minorée sur |a, b| alors elle admet une limite en b~
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

(] Les limites

Théoremes de comparaison

Silimf=fe€Retlimg=+¢" €R alorslimgof =17,

X0 X0 X0

Sif<getsilimf=¢€Retlimg=+*" €R,alors:¥ <?.
X

0 X0

Sif<getsilimf = +co, alors: limg = +co.
X0 X0
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

(] Les limites

Théoremes de comparaison

S’1l existe un nombre réel 4 tel que f(x) = 0 pour tout x = A, et s1 fadmet

une limite € quand x tend vers +oo, alors cette limite est telle que £ = 0.

S’1l existe un nombre réel A tel que B < f{x) < C pour tout x = A, et si f

admet une limite £ quand x tend vers +oo, alors cette limite est telle que

B<t{<C
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

(] Les limites

Théoremes de comparaison

cSif<g<hectsilimf=Ilimh=+¢€eR, alors:limg =*.
X0 X0 X0

X

lim, f =lim, g=1lim, h|------- g

S

- O e W o W e

=
)
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(] Les limites

Regles de calcul

Fonctions numériques d’une variable réelle

limf ?ER ?ER ?ER +00 —00 +00
limg " eR +00 —00 +00 —00 —o00
lim(f+g) {+7 +00 —00 +00 —00 ?
limf £ ER £#0 0 +o0
limg " eR + oo +o00 + o0
lim(fxg) +£x? + o0 ? + o0
limf £ ER £#0 0 o0 £ +00
limg " €R 0 0 o0 +00 ?
lim(f/g) /1 + o0 ? ? 0 + o0
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

(] Les limites

Branche infinie

On dit que le graphe C¢ de la fonction f'a une branche infinie si, lorsque

M(x,f(x)) parcourt la courbe Cfp, ce point M finit par s’¢loigner

indéfiniment.

o

Branche parabolique de direction (Oy) Branche parabolique de direction (Ox)
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

(] Les limites

Asymptote

Si, lorsque M parcourt une branche infinie de Cy, ce point s’approche de
plus en plus d’une droite fixée, on dit que cette droite est asymptote a la

courbe.

Si lim f(x) = +oo, alors la droite verticale d’équation x = xy est
X—X

asymptote a la courbe Cp.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

(] Les limites

Limites de polynomes et de fonctions rationnelles

La limite en 00 d’un polyndme est €gale a la limite de son terme de plus

haut degré¢.

Exemple : lim (5x* + 11x3 + 2) = lim (5x%) = +o

X—+00 X—+00

La limite en +oo d’une fonction rationnelle est ¢gale a la limite du

quotient des termes de plus hauts degrés.

i | ’ x> +x+7 I x* T 1 0
mple : = 6x3 6x’
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

Chapitre 3 : La continuité

Si votre revenu augmente, votre consommation sera plus élevée,
mais cette augmentation de consommation sera-t-elle réguliere, ou

bien y aura-t-il de brusques sauts?
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J La continuité

Continuité en un point

Soit f: I - R une fonction numérique.

Soit X un point de 1.

On dit que f'est continue en x si et sculement si lim f(x) = f(xp).
XX

Pour que f'soit continue en X, 1l est nécessaire que f soit definie en xy.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J La continuité

Continuité en un point

f est continue en X

0‘ fest définie en x

—@‘ La limite de f'en x( existe

_.@‘ La limite de f'en x¢ doit étre égale a flxg)
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J La continuité

Continuité en un point

Une fonction est continue sur un intervalle s1 et seulement si on peut la

dessiner d’un seul trait sans lever le crayon.

Fonction discontinue en 0 Fonction continue en 0
A
A
f >
>
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J La continuité

Continuité en un point

S1 f et g sont deux fonctions continues en Xxg, alors f+ g et f Xg sont

continues en X.

Si de plus g(xq) #0, alors f/g est continue en Xx.

Si f est continue en Xxg, et si g est continue en f (xg), alors g o f est

continue en Xg.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J La continuité

Continuité en un point

Les fonctions f{x) = x™ sont continues sur R (V n € N). En particulier,

toute fonction polynome est continue sur R.

Les fonctions f{x) = x~" sont continue sur R et sur R} (Vn € N),
La fonction f{x) = In(x) est continue sur R7 .

La fonction f{x) = exp(x) est continue sur R.

La fonction f{x) = /x est continue sur R,..

La fonction f{x) = | x| est continue sur R.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J La continuité

Continuité en un point

I1 arrive souvent qu’une fonction soit definie a priori sur un intervalle I de
R, sauf en un point xy, mais qu’elle admet une limite finie € en ce point.
Dans ce cas, on a tendance a poser flixg) = £ pour que f soit définie aussi
en Xg.

La fonction f a ainsi €té prolongée en xy, puisque son domaine de

définition est maintenant 1’intervalle I tout entier. Cette fonction vérifie

lim f(x) = £ = f(x) donc elle est continue en x.
X=X

On dit que ’on a prolongé f par continuité en x.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J La continuité

Continuité en un point

Soit fune fonction définie sur I sauf xy.

Si fadmet une limite finie £ € R en x,, alors la fonction f définie par :

. f(x) si xel—{xy}
fix) =

4 Si X = Xg
est continue en X par prolongement par continuité de f'en x.
Si de plus f est continue sur I — {x,} alors la fonction prolongée f est
definie et continue sur I tout entier.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J La continuité

Continuité en un point

V-2
(x—2)

Soit la fonction:  f{x) = Vx =0,avec x # 2.

La fonction fest continue sur [0; 2[ et sur |2; +oo[ .On a:

\/_—\/_ VX2 x—2 1
M= ) e ED) VR

Donc :
1

1
2\/—+\/— 2+/2

1
En posant f(2) = 73 on prolonge f'par continuité en 2.

llm f(x) = ll
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J La continuité

Continuité en un point

Par conséquent, la fonction f est définie par :

VEi-VZ
§ x—2) Si X+ 2
fx) = )

\ﬁ si x=2
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J La continuité

Continuité a gauche, continuité a droite

On dit que f est continue a gauche en Xxp si et seulement si
lim f(x) = f(xo).
X—Xg

On dit que f est continue a droite en Xxo si1 et seculement si

lim f(x) = f(xo).

XX

f est continue en X si et seulement si f est continue a droite et a gauche
cn Xy.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J La continuité

Continuité a gauche, continuité a droite

Exemple

« Soit la fonction :

1
ex Ssi x>0

f(x) =

0 si x<0

- FEtudier la continuité de fen 0.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J La continuité

Continuité a gauche, continuité a droite 1
Solution f&x) = {

Calculons lin(} f(x):
X—

: g = : 1
RSO0 = e <= 0= J(0) (Car i

[
|
g

Donc fest continue a droite de 0.

s lim f(x) = lim0=0=f(0)
x—0~ x—07

Donc fest continue a gauche de 0.

D’ou f est continue en 0.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

1 La continuité (g\ Effet de seuil changement de comportement induiF par
l'existence de seuils dans une mesure de politique économique.

Continuité a gauche, continuité a droite

Exemple : 'impot en fonction du revenu, est-elle continue?

Soit T le montant de I'imp6t sur le revenu calculé de la fagon suivante, en

fonction du revenu R annuel de la personne consideérée.

o Si R < 10000, alors cette personne ne paie rien;
o S1 10000 < R < 20000, alors elle paie en impdts 10% de son revenu total R;
o S120000 < R < 30000, alors elle paie en impdts 20% de son revenu total R;

o S1 R = 30000, alors elle paie en impots 30% de son revenu total R;

Donner la modélisation mathématique de la fonction f(R) = T.
Calculer les différentes limites de la fonction f. Commenter.
Proposer une nouvelle mode¢lisation pour éliminer les effets de seuil.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J La continuité

Continuité a gauche, continuité a droite

Solution : 'impot en fonction du revenu, est-elle continue?

La fonction T = f(R) est décrite de la facon suivante :

0 Si R <10000

F(R) = 0,1XR st 10000 < R < 20000
0,2XR si 20000 < R < 30000

0,3XR Si R = 30000

Calculons les limites a gauche et a droite aux points : R =10000, R =20000 ct

R =30000.Ona: f n'estpascontinueen R = 20000
=+

lim f(R)=0

lim f(R)=0,1x10000= 1000
R—10000~

R—10000%

lim f(R) =0,1%xA40000 = 2000

et
R—20000"

lim f(R) =0,2% 20000 = 4000
—-20000%

lim f(R)=0,2x30000=6000 et lim f(R)=0,3%x30000=9000
R—30000" R-30000%
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J La continuité

Continuité a gauche, continuité a droite

Solution : 'impot en fonction du revenu, est-elle continue?

Commentaire :

Une personne qui gagne 9990 DH ne paiera pas d’impd6t. Donc son revenu net est

4

9990 DH. | -
Par contre, une personne qui gagne 10000 DH 1 -
paiera 1000 DH d’impd6t. Donc son revenu net 4m Tl
1000 —
sera 9000 DH. S | 4 - —

La fonction est une fonction croissante : plus le revenu est €leve, plus I’impdt est
clevé. Par contre cette fonction est discontinue car il y a des sauts. Donc 1l y a un

paradoxe : le revenu net n’est pas une fonction croissante du revenu.
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Solution : 'impo6t en fonctio

Pour éviter ces effets de seuil, il vaut mieux que le montant T de I’impot sur le

revenu soit calculé, en fonction du revenu R, de la facon suivante :

0 si R < 10000
F(R) = 0,1R—-1000 si 10000 < R < 20000
0,2R — 3000 si 20000 < R < 30000
0,3R — 6000 si R = 30000

lim  f(R)=0 et _lim  f(R)=0,1x 10000~ 1000 =0

lim f(R)=0,1%x20000—1000=1000 ¢t Ilim f(R)=0,2x20000—3000= 1000
R-20000" R-20000+

lim f(R)=0,2x30000—-3000=3000¢ Ilim f(R)=0,3%x30000—6000= 3000
R—30000~ R—30000%*

Les limites a gauche et a droite sont égales. Donc : T=f (R) est continue
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J La continuité

Fonction continue par morceau

On dit qu’une fonction f est continue par morceau sur |a,b] si f est
continue sur [a, b] sauf un nombre fini de points en lesquels elle posséde

des limites finies a gauche et a droite.

Y a
9000 4 /
6 000 4 /

4000 %
] 1 2000" /
1 1
(IE I | | ! b 1M" 1 1 | -
. LJ L J L] R
Xg X3 Xn—1 X X 0 10 000 20 000 30 000
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J La continuité

Continuité sur un intervalle

On dit que f est continue sur un intervalle I de R, si elle est continue en

tout point de cet intervalle.

Si I est de type I = [a,b], on dira que f est continue sur I si elle est
continue en tout point de ]a, b[, et continue a droite en a, et continue a

gauche en b.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J La continuité

Continuité sur un intervalle

Soit fune fonction continue sur un intervalle [a, b], telle que fla) et £ (b)
soient de signes opposes. Alors 1l existe au moins un réel ¢ compris entre

a et b tel que : f{(c)=0. LY

f(b)>0

fla) <O
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

J La continuité

Continuité sur un intervalle

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b]. Si le nombre y est

compris entre fla) et f(b), alors 1l existe au moins un réel ¢ compris entre
4

aetbtelque: flc)=y.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

Y,
M

J La continuité

Continuité sur un intervalle

mr¢

Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné |a, b]. Alors,

I’image par f'de [a, b] est un intervalle fermé borné [m, M].

Le théoreme des valeurs extrémes ne s’applique pas pour une fonction
continue sur un intervalle ouvert |a, b[ ou semi-ouvert [a, b[ ou ]a, b], ni

sur un intervalle non borné comme [a, +oo[ ou |—oo, b].
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

La derivee

Quand la quantité produite augmente, de combien augmente le coiit

approximativement?
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Dérivée d’une fonction en un point

Soit f: R — R une fonction numérique.

Le taux d’accroissement (ou accroissement moyen) de f entre les points X

et x4 est le ratio :

f(x1)—f(x0)

X1—X0

avec Xg # Xq.

. Af
Le taux d’accroissement est souvent note¢ A_ , avec Ax = xq — x¢ et
X

Af = f(x1) — f(x0).
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Dérivée d’une fonction en un point

Exemple : Taux d’accroissement du colit de production

Soit f la fonction du coft total de production € d’une quantité Q définie

par : f(Q) =100+ 2Q%?, ou 100 est le colt fixe et 2Q% est le coft
variable.

Supposons que la production initiale est de Q9 = 10 et la production

finale estde Q@ = 12.

Calculer le taux d’accroissement du colit de production.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Dérivée d’une fonction en un point

Exemple : Taux d’accroissement du colit de production

Le colt initial est : Cy = f(Qo) = 100 + 2(10)% = 100 + 200 = 300.
Le colt finalest: C; = f(Q4) = 100 + 2(12)% = 100 + 288 = 388.
[’augmentation du cott est: AC = Cq; — Cy = 388 — 300 = 88.

[’augmentation de la production est: AQ = Q1 — Q¢ =12 — 10 = 2.

AC 88

Le taux d’accroissement est : 10 = = 44.

Donc, ’augmentation du colit est en moyenne de 44 par unit¢ produite
supplémentaire.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Dérivée d’une fonction en un point

On dit que la fonction f est dérivable au point xgpsi le taux

. f(x)—f(x0) e
d’accroissement x admet une limite finie en x.
— 10

On appelle dérivée (ou nombre dérive) de la fonction f au point x

le nombre f’(xg) défini par: f' (xg) = lim f(x)—f(xo).
x

—X0 X—X(

. : d
La dérivée est notée f'(xq) ou d—i(xo).
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Dérivée d’une fonction en un point

On dit que la fonction f est dérivable au point xgpsi le taux

f(xo+h)—f(x0)

d’accroissement ) se rapproche d’une limite finie

quand A tend vers 0.

On appelle dérivée (ou nombre dérive) de la fonction f au point x

le nombre f’(x¢) défini par: f' (xg) = ’llm(l) f(x0+h’z—f(x0).
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Dérivée d’une fonction en un point

Si f'est dérivable en X, alors f'(xq) est le coefficient directeur de la

tangente a C¢ au point d’abscisse Xy.
La tangente a la courbe C¢ en x est la droite de I’¢quation :
y = f(x0) + f'(x0)(x — x0)

Sl llm f(x)_f(x())

X—X( X—X0

= too, fn’est pas deérivable en xg et la courbe C¢

admet une tangente verticale au point d’abscisse x.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Dérivée d’une fonction en un point

Exemple 1

Soit la fonction f(x) = x2.

Utiliser la deuxiéme définition pour calculer la dérivée f'(xg).

Donner I’interprétation géometrique.
Calculer f' (%) et f'(—1).

Tracer la tangente aux points : (% ; %) et (-1;1).
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Dérivée d’une fonction en un point

Solution

Ona: f’(xO) — ;lll;% f(x0+h;_f(x0)

Or - f(x0+h;—f(x0) _ (x0+hh)2—x§ _ x§+2xoz+h2—x§ = 2xo + h

lim f(xg+h)—f(xg)
h—0

Ainsi : = %in8(2x0+h) = 2Xx,
Donc : f'(xp) = 2x
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Dérivée d’une fonction en un point

Solution

2. Interprétation géométrique :

Etude des variation d’une fonction
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Dérivée d’une fonction en un point

Solution

On sait que : f'(x9) = 2x
Ainsi : f’(l)=2><%=1

Et : Fl(-1) =2x%x(-1) = -2
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Dérivée d’une fonction en un point

Solution

On sait que la tangente a la courbe Cf en xg est la droite de

I’équation : y = f(xo) + f'(x0)(x — x¢). Donc :

Vi

1 1 1 1 f(x) = x2
] —_ ) —_ —_— 41 :
Pour (5;7) 1y =7 + 1 x (x = 3)
34
1
Alors:y=x—z 2

*Pour(-1;1):y =14+ (-2) X (x+1)

Alors : y = —2x —1 ~\
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Nombre dérivé a gauche ou a droite

On dit que la fonction f est dérivable a droite en xgsi1 le taux

. ()—f(x e
d’accrmssementf " i( 0) admet une limite finie en xg.
— 40

On appelle cette limite le nombre dériveé a droite de la fonction fen xg et

il est noté f1;(x,) et défini par : fy(xg) = lim A (€1))

x—-xg  X7Xo0

De la méme facon, sous réserve d’existence de f:q(xo), on définit :

fl (x()) _ llm f(x)_f(xO)
g — o

xX-xg  X7X0
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Nombre dérivé a gauche ou a droite

S’ils existent, alors les réels fy(xg) et fy(xg) sont respectivement les

coefficients directeurs des demi-tangentes a droite et a gauche a Cfau

point d’abscisse x.

Sl llm f(x)_f(xO)

x-xg  XXo

= too alors f n’est pas dérivable a droite en x¢ et la

courbe € admet une tangente verticale au point d’abscisse x.

Sl llm f(x)_f(xO)

X—xg X7Xo

= +oo alors f n’est pas dérivable a gauche en x( et la

courbe €y admet une tangente verticale au point d’abscisse x.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Nombre dérivé a gauche ou a droite

La fonction f est deérivable en x s1 et seulement si f est dérivable a droite

et a gauche en xg etsi: fy(xg) = fy(x0).

Si fa(xg) et fy(xo) existent mais sont différents, alors f n’est pas

derivable en x.

On dit que le point d’abscisse x¢ est un point anguleux de Cy.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Calculs de dérivées

Soit f une fonction constante : f(x) =c Vx€E€R, ou c est une

constante fixée,c € R. Alors: f'(x) =0 Vx€R.

Soit f'la fonction définie par : f(x) =+/x  V x = 0. Alors fest dérivable

sur ]0, +oo[, et f'(x) = % Vx>0
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Calculs de dérivées

Soient g et h deux fonctions dérivables sur I’intervalle ouvert I de R.

Si f'est définie par f(x) = g(x) + h(x), alors fest dérivables et :
f'(x)=g'(x) +h'(x)
Si fest définie par f(x) = g(x) X h(x), alors fest dérivables et :

f'(x) = g ()h(x) + g(x)h’ (x)
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Calculs de dérivées

Soient g et h deux fonctions dérivables sur I’intervalle ouvert I de R, et
h(x) + 0.

Si f'est définie par f(x) = 8 alors fest dérivables et :

h(xy
o & ()h(x) — g(x)h' (x)
PO =
Si fest définie par f(x) = ) alors f'est dérivables et :
—h' (x)
PO = oy
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Calculs de dérivées

Soit g une fonction derivable sur I’'intervalle ouvert I de R, et ¢ une

constante, ¢ € R.

Si fest définie par f(x) = g(x) + ¢, alors fest dérivables et :
flix)=g'x)
Si fest définie par f(x) = g(x) X c, alors fest dérivables et :

flx) =g'(x)xc
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Calculs de dérivées

Si f est dérivable en x¢ et g est dérivable en f(x), alors gof est dérivable

en X, telle que :

(8o ) (x0) = &' (f(x0)) X f'(x0)

Soit f'définie sur R par f{x) = x™, oun € N*. Alors fest dérivable et :
f/(x) = nxn1
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Calculs de dérivées

Tout polyndome f est dérivable sur R, et sa dérivee est la somme des

monomes qui le composent :

S, VxeR:

fX)=ax"+a, (x* 1+ +a;x+ag
Alors :

ff(x)=nax"1+mn-1Da,_x" %+ +ay
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Calculs de dérivées

Soit f'une fonction rationnelle, définie par : f(x) = %. Alors :

P'(x)Q(x) — P(x)Q' (x)
[0(x)]°

f'(x) = (Q(x) = 0)

Si f'est définie par f(x) = xln, oune N*et x + 0. Alors :

f(x) =

xn+1
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Dérivées d’ordre supérieur

Soit f définie et dérivable sur I’intervalle I de R. Sa dérivée f' est appelée

dérivée premiere de f.

Si f' est dérivable, on appelle la dérivée de f' la dérivée seconde de f,

notée f"'.
Si f’ est dérivable, sa dérivée est la dérivée troisiéme de f, notée f(3.

Ainsi, on définit la dérivée n**™€ de f(V n > 2), notée f™, la dérivée de

la dérivée (n — 1)¥*™€ de f (si elle existe).
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Dérivées d’ordre supérieur

Exemple
Soit f'définie sur R par : f(x) = x°

La dérivée premiére de fest : f'(x) = 5x*.

La dérivée seconde de fest: f''(x) = 20x3.

La dérivée troisiéme est : f3)(x) = 60x2.

La dérivée quatriéme est : ) (x) = 120x.

La dérivée cinquiéme est : £ (x) = 120.

La dérivée n**™€ pourn > 5est: fM™W(x) = 0
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Etude des variations d’une fonction

Soit fdefinie et dérivable sur 'intervalle ouvert I de R.

= Sif'(x) > 0 surl, alors :
f est strictement croissante sur [,
= Sif'(x) < O surl, alors :

f est strictement décroissante sur 1
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Etude des variations d’une fonction

Solution (Exemple 1)

Interprétation géométrique :

Pour f(x) = x?, on a trouvé que : f'(xq) = 2x,.
Sixg < 0,alors : f'(xg) < 0. Donc fest strictement décroissante sur R™.

Sixg > 0, alors : f'(x) > 0. Donc fest strictement croissante sur R,
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

O La dérivée

Dérivées des fonctions usuelles

Dy f(x)
R x™ (neN) R nx™ 1
R+ Jx R’ 1
2/x
R e” R e”

1
R% In(x) R% —
b

\
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Regle de I’Hospital

S1 f et g sont dérivables sur un itervalle ouvert I contenant xgy, avec

f(xg) =g(xp) =0, etsig'(xg) # 0, alors :

L f® _f @)
1m

x-x0g(x)  g'(Xo)

Exemple :

- V15+x—4
lim

x—1 x—1
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Regle de I’Hospital

Solution :
Soient : f(x) =vV15+x—4 et gx)=x-1
Ona: f(1)=+v154+41—-4=0 et g(1)=1-1=0

Or: gd(1)=1+0
Ainsi, on peut appliquer la regle de I’Hospital, avec :
_ 1 / _
f’(x)_zm et g(X)—l
: Lo VisEE—4 _fO 1 1 1
Par conséquent : 3161_13} 1 g - T v
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Regle de I’Hospital

S1 f et g sont derivables sur un intervalle ouvert I contenant xg, sauf

éventuellement en xg, avec lim f(xy) = lim g(xy) =0
XX XX

Sig'(xg) # 0, etsi llmf( 0)

= ¢, alors :
x-x9 & (x0)

hmﬂ)_hmfm)

x-x98(X)  x-x08& (%0)

= ¢ , que ¥ soit fin1 ou infini.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Application de la dérivée en économie

4 )
Le revenu marginal est la variation de revenu due a une augmentation de

- la production vendue en une unite. )

Mathématiquement, le revenu marginal R, est la dérivée du revenu total

R;:(Q) par rapport a la quantité produite Q :

_ d(Ry)
T

Rin
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Application de la dérivée en économie

La fonction du revenu est définie par : R,(Q) = PQ

Avec : P est le prix du bien; Q est la quantité demandée.
Supposons que le prix est donnee par : P=100-2Q
Donc : R,(Q) = PQ = (100—-2Q)Q = 100Q — 2Q~
Ainsi, le revenu marginal est €gal a :

_ d(R) _ d(100Q-2Q%) _ B
Ri="p"="gg — =100-4Q
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Application de la dérivée en économie

Ona: R,, =100 —-4Q
S1 la quantité demandée est : Q = 15, alors : Valeur exacte de Ry,
R,, = 100 — 4(15) =(40)

Selon la définition du revenu marginal, « c’est la variation du R; due a une

augmentation de 1 unité de la quantité demandée Q ».

. , Valeur approchée de R
Autrement dit, c’est : PP m

AR,= (100(16) — 2(16)2) — (100(15) — 2(15)?) =(38)
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

U La dérivée

Application de la dérivée en économie

oo : R:!
Interpretation graphique : ‘ La tangente en A

Le point A correspond a une quantité Q.

La valeur exacte de R,, a ce point est
d(R;)

dQ -
Ce qui correspond a la pente de la

donnée par la dérivée :

tangente en A.

Le point B correspond a une
augmentation de 1 unité de Q.

A

ARy ARy
La pente de AB est : 201 AR;

o em on o s e e - e . ..
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

Etude locale et globale

Que deviendrait le profit d’une entreprise si elle augmentait un peu son

prix? Et quel sera le prix idéal d’un nouveau produit lancé?
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Convexité - Concavité

S1 f est deux fois derivable sur un intervalle ouvert I, alors :
= fest convexe sur / = ff(x)=0,Vxel

= fest concave sur / = flfix)<0,Vxel

fonction convexe fonction concave
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Convexité - Concavité

S1 f est derivable sur un intervalle Z, alors :
= festconvexe sur = f' est croissante sur 1

= f'est concave sur I = f' est décroissante sur 1

fonction convexe fonction concave
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Convexité - Concavité

Exemple

Etudier la concavité de la fonction : f(x) = 5x — 7x?

Solution
Calculons la dérivée premiere et la dérivée seconde de la fonction f :
Ona:f'(x)=5-—14x
Ainsi : f"(x) = —14
Comme ' (x) < 0 Alors la fonction f est concave.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Extrema
y A

Points stationnaires — Points critiques - Extrema
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Extrema

—{ Maximum local J

A 4
T

[ Point stationnaire J Minimum local J

~ Pointd’inflexion
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Extrema

Un point d’inflexion est un point ou la

courbure de la fonction change de signe.

En un point d’inflexion, la tangente traverse la ~ : \ .

courbe.

Si en un point xg€ I, f"' s’annule en changeant de signe, alors le point

M (xg, f(xg)) est un point d’inflexion.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Extrema

Soit fune fonction derivable sur un intervalle ouvert Z, et soit xg€ I.

Si f's’annule en xy en changeant de signe en ce point alors f a un

extremum local en x.

Soit fune fonction definie sur un intervalle ouvert Z, et soit xg€ I.
Si fest dérivable en xg et si fa un extremum local en x¢ alors f'(xg) = 0.

Attention : La réciproque de ce théoréme est fausse.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Extrema

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle ouvert 1, et soit xg€ I.

Si f'est concave sur I, et si f'(xg) = 0 alors fadmet un maximum global

en X (et 1l est unique si fest strictement concave).

Si fest convexe sur I, et si f'(xg) = 0 alors fadmet un minimum global

en X (et 1l est unique si fest strictement convexe).
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Extrema

Soit f deux fois dérivable sur I’intervalle I, et soit xge€ I.

= Si xo est un maximum local, alors f'(xg) =0 et f'(x9) < 0.

= Si xp est un minimum local, alors f'(xg) = 0 et f"'(x¢) = 0.

Soit f deux fois dérivable sur I’intervalle I, et soit xge€ I.

= Sif'(xg) = 0et f""(x9) < 0, alors xg est un maximum local strict de f.

= Sif'(xg) = 0et f'"(xg) > 0, alors x¢ est un minimum local strict de £.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Extrema

S1 f est une fonction continue d’un intervalle I de R.

Si I est un intervalle fermé borné de R.
Alors :

fadmet un maximum global et un minimum global sur 1.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

®
Extrema fest concave sur R, f'(xp) = 0 alors fadmet un maximum

&

Exemple global en x( (et il est unique si f est strictement concave).

Etudier la nature des points stationnaires de : f(x) = 5x — 7x*

Solution

Ona:f'(x)=5-—14x Et: f'"(x) =-14

Les points stationnaires sont la solution de [’équation : f'(x) = 0

Ainsi * 5 — 14x = 0 Alors » x = 1—54
Or:f" (1—54) = —14 Donc :f" (1—54) <0

, : . : 5
Par conséquent, la fonction f a un maximum global au point x = T2
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Accroissement finis

Soit f dérivable sur un intervalle ouvert I de R, et sotenta € I et b € I avec

a<b.

Si f(a) = f(b), alors: 3 ce€]a,b[tel que f'(c) = 0.

f(c)=0
Si f est derivable avec f(a) = f(b), !
|
alors il existe un point ¢ compris A : B
f(@)=f(b) f - = — == = — - - :
entre a et b tel que la tangente soit ! : :
<A ! l :
horizontale en c. . : ' :
Ofj 3 G b
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Accroissement finis

Soit f dérivable sur un intervalle ouvert I de R, et sotenta € I et b € I avec

a<b.Alors:

Jcela,b|tel que f'(c) = f(b)—f(a)

b—a

f(b)1
Si f est derivable, alors il existe un

point entre a et b tel que la tangente

en ce point soit parallele au segment

AB.

f(a)
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Symétrie

Soit f une fonction de courbe Cy dans le repere cartésien orthogonal
(0,7,7).Ona:

= festpaire & L’axe desordonnées O, est axe de symetrie de Cy.

= festimpaire & L’origine O du repere est le centre de symetrie de Cy.

R-x)|= f(x) / 4

4
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Branches infinies - Asymptote

Soit f une fonction reelle et x € Dy. On dit que le point M(x, f(x)) décrit
une branche infinie de C f s1 I’une au moins de ses coordonnées est non

bornée.

= Si li?gl @ = a € R, on dit que €y admet une branche infinie dans la
X—1 00

direction de la droite d’équation y = ax.

= Si li?gl @ = too, on dit que €y admet une branche parabolique de
X—>+0o

direction Oy.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Branches infinies - Asymptote

S’il existe un couple (a, b) de nombres réels tel que :

Lim [f(x) - (ax + b)] = 0
Alors :

La droite d’¢quation y = ax + b est dite asymptote a Cy en too.

Silim f(x) = +

X—Xg

Alors :

La droite d’¢quation x = x est dite asymptote a Cy.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Branches infinies - Asymptote

Exemple
Soit la fonction f définie par :

fo) = x4 —

Déterminer les asymptotes a Cy¢
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Branches infinies - Asymptote f(x)=x+

xX—2
Solution

I1 faut calculer les limites de f en +00, en — o0 et en xp=2.

Alors : li1+n f(x) =400 et lim f(x) = —oo
X—>1 00 X—>—00
: . 1 _
Ona: xl_l)ﬂof(x) — x—xl_l)ggo — 0

Donc la droite d’équation y = x est asymptote (oblique) a €y en too.
Ona: lim f(x) =+ et lim f(x) = —
x—2% x—2~

Donc la droite verticale d’¢quation x = 2 est asymptote a Cy.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Tableau de variation

X — 00 X1 X2 X3 X4 X5 + o0
£/ : -0 o0 -
f"(x) - 0 + + 0 - - 0
max
f(x) p.in p.in p.in
min
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Optimisation d’une fonction en économie

Exemple

L’¢équation de la demande d’un bien est définie par :

P+Q =50

Sachant que le revenu total est défini par :
Ry = PQ

Trouver la valeur de la demande Q qui maximise le revenu total.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Optimisation d’une fonction en économie

Solution

On doit premierement ¢crire la fonction du revenu total en fonction

seulement de la variable Q, donc : R, = PQ = (50 — Q)Q = 50Q — Q*

Y, Y/
Dérivons R, par rapport a Q, Ainsi : Z—I; = d(SO:Q ) =50-20

Cherchons la solution de I’équation : 50 — 2Q = 0. Alors : Q = 25

d’R; _ d(50-2Q) _

Calculons la dérivee seconde de R; : i = dg 2.
d?R, L ‘ .
Comme e < 0, on déduit que R; a un maximum en Q = 25.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Formule de Taylor

On considere une fonction f qui est » fois dérivable sur un intervalle

ouvert I de R.
Soient a, b dans I, avec a < b.

Alors, 3 c € |a, b| tel que :

f(B) = f(@) +f' (@b —a) + -+ FOD @) b — @)t + o fO((b — ay”

(n—1)!
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Formule de Taylor

On suppose : 3 a > 0 tel que fest de classe C™ sur | xo- a; x¢ + «af.
Alors, il existe une fonction & définie de | - a; +af dans R, avec }lin(l) g(h) =0,

telleque,Vhe]-a; + af :

1 1
f(xo + h) = f(x0) + f'(x0)h + if(z)(xo)hz Tt af(")(xo)h" + h"e(h)

On dit qu’une fonction f'd’un intervalle I de R dans R est de classe C™ si elle est

n fois dérivable sur I, et que sa dérivée n'®™€ est continue.

On dit que f'est de classe C™ si elle est dérivable n fois V n € N*,
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Développements limités

On dit que f admet un développement limité (DL) d’ordre n au voisinage de

X si et seulement si 1l existe @ > 0, il existent des constantes réelles aq, a4, ...,
a, et il existe une fonction & définie de | - a; +af dans R, avec }lin(l) g(h) =0,

telsque,Vhe]l-a; + af :

f(xo + h) =ay+a;h+ a,h? + -+ a,h™ + he(h)

Une fonction f admet un développement limité d’ordre » au voisinage d’un point

X si elle peut étre approximée par un polyndome de degré n au voisinage de ce point.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Développements limités

Si f est de classe C" dans un intervalle | xo- a; x¢ + af, alors f admet un

développement limité d’ordre n en x.

Si f et g ont un développement limité d’ordre n au voisinage de x alors :

la fonction f+ g admet aussi un développement limité d’ordre » au voisinage de

Xo. On I’obtient en additionnant les DL de fet de g.

la fonction f X g admet aussi un développement limité d’ordre n au voisinage de
Xo. On I’obtient en multipliant les DL de f et de g, et en gardant uniquement les

termes de degré inférieur ou égal a n.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Etude locale et globale

Développements limités

x2 n

x
ex —1+1'+2'+ ttx Te(x)

Xt A
TR D)™ 1a™ + ax"e(x)

-
- =1-x+x2+-+ (D" + x"e(x)

a(a—1) 224 a(a 1)..(a—n+1)

1+x)* |=14+ax+

T — x™ + x"e(x)
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

Integrales

A partir du coiit marginal, comment peut-on calculer le coiit total?
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

En mathématiques, i1l y a de nombreuses paires d’opérations dont une annule

I’autre et nous ramenent au point de départ.

5x +11

S5x +11 o 6XT— F? & F'(x)=f(x)

Exemple
= x° = F'(x) =2x=f(x)
Notation
Primitive de f » F(x) = ff(x)dx Integrale de f
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

—{ Intégrale indéfinie }

[ Intégrale } { Intégrale définie J

—{ Intégrale impropre J
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale indéfinie

Exemple explicatif

F(x) = x* = F'(x) =2x = f(x)

F(x) = jf(x)dx = ijdx=x2
Remarquons que : x*+62 ef: x>—14 et: x°+8

sont également des primitives de la fonction : 2x

Donc :

j f(x)dx = F(x) ‘I@'— Constante d’intégration
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale indéfinie

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que F est une

primitive de la fonction f sur I si F est dérivable sur I et si :

Vxel F'(x) = f(x)

Remarque

Comme F est dérivable sur I alors la fonction F est en particulier continue

sur 1I.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale indéfinie

Toute fonction est continue sur un intervalle I admet au moins une

primitive sur 1.

Si F est une primitive de f sur I alors toute autre primitive de f sur I est

de la forme F + ¢ ou c est une constante.

I1 existe une et une seule primitive de f sur I qui prend une valeur donnée

en un point donné, autrement dit :

Si xg€letygeRalors :

1l existe une unique primitive F o de f sur I vérifiant : Fo(Xg) = Yo

Pr. Soumaya FELLAJI



2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale indéfinie

Exemple applicatif

Determiner la primitive F sur R verifiant F(2) = 7 de f(x) = 8x —9

Solution

f est continue sur R. Donc elle admet une primitive sur R.
jf(x)dx = j(8x— Ndx =4x*—9x+c avec ceR

F2)=7 ©@4x*—9x+c=7 = 42)2=92)+c=7

©c=7-16+18 © ¢c=9  Donc: F(x)=4x*—9x+9
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale indéfinie

A (constante) Ax + ¢
K H1
x" (neR—{-1}) +c
n+1
1
— In(|x]) + ¢
X
e* e* + c
sin x —COS X
COS X sin x
1+ tg®x tg x
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale indéfinie

Application en économie : Colit marginal

La fonction du cotit marginal d’'une entreprise est définie par :
Cn(Q) =2Q°+5Q+3

Trouver la fonction du coitit total si les cotits fixes sont 73.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale indéfinie

Application en économie : Colit marginal
d(Ct(Q))

On sait que : Cn,(Q) = 20
Donc : C:(Q) = [ Cn(Q)dQ = [(2Q% +5Q + 3)dQ
Ainsi : C.(Q) =3Q>+2Q°+3Q +c

Les cotits fixes correspondent a la valeur de C; lorsque Q = 0 :

C(0)=75 & 203+202+3(0)+c=75 & |c=75
La constante d'intégration est donc egale aux coiits fixes de

production, donc ¢ =75. D'oun : C,(Q) = §Q3 + ;QZ +3Q + 75
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale définie

Soit f une fonction continue de [a, b] dans R.

On dit que f: f(x)dx est ’intégrale de f'sur [a, b].
YA

y =fx)

L’intégrale est la surface délimitée .
par la courbe de la fonction f, les

droites x=a et x=b et ['axe des

abscisses.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale définie

Soit f une fonction continue sur le segment [a, b| dans R.
On appelle intégrale de a a b de la fonction f le réel F(b) — F(a), et on

note :

b
| rdx = Fb) - F@

Ou F est une primitive quelconque de f.

On écrit aussti :
b
| reax = F) - F@) = (F:
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale définie 4
Exemple . 3
Calculer l'intégrale suivante : j 3dx
2
Solution
2 «

6
j 3dx = [3x]§=3(6) —3(2) = 12
2

La surface du rectangle (S) est définie par :
S = Longueur X Largeur

Donc:5=3X4=12
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale définie

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a, b, ¢ € I. Alors :

jbf(x)dx = jcf(x)dx + jbf(x)dx

A partir de la relation de Chasles on déduit que :

j:f(x)dx =0 et jabf(x)dx = — jbaf(x)dx
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale définie

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I avec a,bel et a, € R.

Alors :

b b b
| (ar@ +gdx=a | fdx+p | guodx

En terme de primitives :

j(af(x) + Bg(x))dx = ajf(x)dx + ﬁjg(x)dx
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale définie

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a, b] (a < b)

telles que : f(x) < g(x) V x € [a, b]. Alors :

jbf(x)dx < jbg(x)dx

Si fune fonction continue sur [a, b] (a < b), alors :

b
< j FC0ldx

jbf(x)dx
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale définie

Soit f une fonction continue sur [a, b]. Alors, il existe ¢ € ]a, b| tel que :

1
b—a

b
| rwdx=re©

Soit fune fonction continue sur [a,b] (a < b) telle que : V x €|a, b],

f(x) = 0. Alors : f:f(x)dx >0
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale définie

Application en économie : Le surplus du consommateur

Soit la fonction de demande, P = f(Q),

illustrée ci-contre.

Donner la formule permettant de
calculer le surplus du consommateur S,

a partir de cette figure.

Quel sera le surplus du consommateur a

Qo = 5 sachant que : P =30-4Q?
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale définie

Application en économie : Le surplus du consommateur

Le surplus du consommateur est ’aire

de BCD, telle que :

A(BCD) =A(OABD) — A(OABC)
Or, OABD est Dlaire délimitée par la
courbe, Q = 0 et Q = Qy. Donc, elle est
égale A : fOQO f(Q)dQ.

La région OABC est un rectangle dont
I’aire est €gale a : Qo Py.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale définie

Application en économie : Le surplus du consommateur

Ona: f(Q)=30-4Q PA S = Qof(Q)dQ — QoPy
0

Et Q, = 5, alors: P, =30 —4(5) = 10
Surplus du consommateur
Donc :

5
5, = j (30 — 4Q)dQ — QoP,
0

Courbe de la demande

Se = [30Q — 2Q2]5 — (5 x 10) , /

S. =[30(5) — 2(5)2] — 0 — 50

Se = 50 ;

Qv
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale impropre (généralisée)

v4 A

i y =)

f:oof(x)dx fobf(x)dx
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale impropre (généralisée)

Soit f une fonctions continue sur un intervalle [a, +o|.

Vb = a,onpose: F(b) = f:f(x)dx.

Si F(b) a unec limite finie quand b tend vers 4oo, alors on dit que

f:oo f(x)dx existe ou converge, ct on définit :
+00 b
j f(x)dx = lim j f(x)dx
a b—+o0 a

Si F(b) n’a pas de limite finie, on dit que f:oo f(x)dx n’existe pas ou

diverge.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale impropre (généralisée)

Exemple
+0oo 1
Calculer : f 39X
1
Solution
On va commencer par trouver l'aire finie sous la courbe y = x™3 de
x=1lax=N:

N N
1 1 1 1 1
1 2 2

A partir de la définition :

j+001d = i 1 1 1
1 x3 x_N—l>r-|r-loo E_ZNZ _E
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale impropre (généralisée)

Soit f une fonctions continue sur un intervalle |0, a].
On pose : F(a) = f: f(x)dx.

. . . . b
Si F(a) a une limite finie quand a tend vers 0, alors on dit que |, o F(x)dx
existe ou converge, et on définit :

b b
jof(x)dxz Li_r)r(l)Lf(x)dx

Si F(a) n’a pas de limite finie, on dit que fOb f(x)dx n’existe pas ou
diverge.
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2 Fonctions numériques d’une variable réelle

] Intégrales

Intégrale impropre (généralisée)

Exemple
1
1
Calculer : f —dx
0 Vx
Solution

1
On va commencer par trouver l'aire finie sous la courbe y =x 2 de

x=0ax=1:

1711
x de = [2x§] = 2 — ZX/N
N
A partir de la définition :
j ——dx = 11m(2 — Zx/ﬁ) = 2

N-0
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Fonctions réelle a deux variables
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3 Fonctions réelle a deux variables

] Introduction

La plupart des variables économiques dépend de deux variables ou plus.

Fonction de production : Q = f(K, L)

Fonction de Cobb-Douglas : ¢ = AK*LF

0.7

Production .5

Travail Capital
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3 Fonctions réelle a deux variables

] Définition

Une fonction f définie sur un sous-ensemble D de R? a valeurs dans R
s’appelle fonction numerique a deux variables.

D est le domaine de définition de f.

L’image de f est: Im(f) = {f(X)/ XeD}.

Le graphe de f est défini par : {(X, f(X))/ XeD} € R? x R.

Remarque

» La variable X est un vecteur : X = (x,y)

»  Les variables d’entrée sont appelées variables indépendantes (exogenes), et la

variable de sortie est appelee variable dépendante (endogene).
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3 Fonctions réelle a deux variables

] Définition

Exemple

fy)=x"+y" fory) = (% + 3yH)e
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3 Fonctions réelle a deux variables

J Continuité

Le concept de continuit¢ pour les fonctions d'une variable peut étre

genéralisé a des fonctions de deux variables.

En bref, une fonction de deux variables est continue si de petits
changements dans les variables indépendantes induisent de petits

changements dans la valeur de la fonction.
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3 Fonctions réelle a deux variables

J Continuité

Toute fonction de deux variables pouvant €tre construite a partir de
fonctions continues en combinant les opérations d'addition, de
soustraction, de multiplication, de division et de composition fonctionnelle

est continue, quelle que soit sa definition.

Exemple

= La fonction : f(x,y) = x’y + 8x%*y> — xy + 3x, en tant que
somme des produits de puissances positives, est définie et

continue pour tout x et y.
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3 Fonctions réelle a deux variables
 Limites
On a la méme notion de limite que pour une fonction d’une seule variable

réelle. Ainsi, les proprietés habituelles des limites pour une seule variable

seront généralisées pour une fonction a deux variables.

Exemple
» Soit la fonction : f(x,y) = el 7 +J’2) Calculons lim  f(x,y)
(x;¥)—(0;0)
. . 1
* On sait que : lim ———=-—0
(x;y)—(0;0) x7+Yy
= Comme: lim et =0 Donc : lim  e" x+3’2) =0

t—>—co (x;y)—(0;0)
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3 Fonctions réelle a deux variables

] Dérivée partielle d’ordre 1

Soit f:(x,y) » f(x,y) une fonction a deux variables, les applications

partielles associées sont les deux fonctions a une variable :

feixo fxy) et frryefxy)

Les dérivées partielles d’une fonction a deux variables sont les dérivées de

ses applications partielles. On note : % la dérivee de f, et a;: celle de f.

ay
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3 Fonctions réelle a deux variables

] Dérivée partielle d’ordre 1

Exemple

* Donner les dérivees partielles de la fonction :
f(x,y) =5y* + xy — 15x
Solution

» La fonction f est une fonction de 2 variables. Donc, on aura deux

derivées partielles :

fe=y—15

fy =10y + x
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3 Fonctions réelle a deux variables

] Dérivée partielle d’ordre 2

. . : 7, d
Les quatre dérivées partielles des fonctions a—i et é (deux pour chaque

fonction) sont appelées derivées partielles secondes — ou d’ordre 2 — de la

fonction f.
On note o°f et o°f les dérivées partielles par rapport a x et y de of et of
axZ ayax p p pp y ax9 ayz
% f , ., : af
et —— 5 les dérivées partielles de 3y
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3 Fonctions réelle a deux variables

] Dérivée partielle d’ordre 2

Soitz = f(X) = f(x,y).

Si les dérivées partielles secondes fy;, et f,, sont continues au voisinage

de My(xg, yo),ona:

d [0 d [0
Ix (6_;};) (X0, Yo) = a_y (6_3{;) (X0, Yo)
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3 Fonctions réelle a deux variables

] Dérivée partielle d’ordre 2

Exemple

» Donner les dérivees partielles d’ordre 2 de la fonction :

f(x,y) =5y + xy — 15x

Solution
’f @
x> 6x(y_ 15)=0
’f @
dydx 0dy =15 =1
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dxdy Ox (10y +x) =1
% f @
= =1
3y ~ dy (10y + x) 0




3 Fonctions réelle a deux variables

] Fonctions homogénes

On dit que f est homogéne de degré A sur U € R%*(avec A € R) si :

Vt>0,VxelUf(tx) = t'f(x)

Exemple : Fonction de production Cobb-Douglas

» La fonction de production Cobb-Douglas est définie par:
f(K,L) = AK*LF est homogene de degré 2 = a + f8 sur R%

* Ona: f(tK,tL) = A(tK)*(tL)P = At*K%tPLF = t“+ﬁ|AK“L/3
f(K, L)

* Donc : f(tK, tL) = t**Bf(K, L)
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3 Fonctions réelle a deux variables

] Fonctions homogénes

Si f est homogéne de degré A sur U, on a en tout point

x = (xq,X9,...,X,) de U ou f est différentiable :

n

D ok (x) = A ()

i=n

Si f est différentiable et vérifie Af(x) = XiL,, X; af (x) en tout point de

(R3)™, alors f est homogéne de degré A sur (R3)™.
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3 Fonctions réelle a deux variables

] Fonctions homogénes

n

Exemple Z Xi 631: (x) = Af (x)

i=n

»  On considere la fonction de production suivante :

f(K, L) = AK*LF

* On adéemontré que f est homogene de degre a + B Alors :

k9 of _
ok KoL)+ Lor (K, L) = (a+ B)f(x)

Démontrer en appliquant le théoreme d’Euler
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3 Fonctions réelle a deux variables

] Différentielles

z= f(lxl»xz)

- - L 2
S1 x4 varie d'une petite quantité S1 x, varie d'une petite quantite
Axq et x, est maintenue fixe, Ax, et x4 est maintenue fixe,
alors la variation correspondante alors la variation correspondante
de z satisfait : de z satisfait :
0z dz
Az = —— X Axy Az = — X Ax
2
axl axz
|
0z 0z .
AZ = —XAxq{ + — X Ax +
axl 1 axz . @ axl ’ axz’

Différentielles : elles représentent les valeurs limites de Az, Axq et sz
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3 Fonctions réelle a deux variables

] Différentielles
Exemple

= Soit la fonction :

z=x3y—y3x
1) Trouver% et— au point (1,3).

2) Estimer la variation de z quand x augment de 1 a 1,1 et

y diminue de 3 a 2,8 simultanément.
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3 Fonctions réelle a deux variables

] Différentielles

Solution
1) Ona: z=x3y—y3x
0z 0z
Alors : — = 3x%y — 3 { T — 43 242
9x 3xy—y e 3y x> —3y“x

Donc, au point (1,3):

7 _3(1)2@3) - (3P =-18 e: L= (1)3-3(3)2(1) = —26
ax - | ay = -
2) Ona: Ax=0,1 et : Ay =-0,2
Ainsi :
0z 0z

=~ — — = (—-18) x (0,1 —26) X (—0,2)= 3,4
Az ax><Ax+ay><Ay (-18) x (0,1) + (—26) x (—0,2) = 3,
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3 Fonctions réelle a deux variables

] Dérivation implicite

, ) , . 3 _
Etant donnée une fonction de la forme suivante : Y~ T+ 2Xxy ?—x=5

d
Comment peut-on trouver d—i’ ?
En appliquant dz=22 wax+ 2% xd
; Z=—Xdx+—
n appliquan 9% 3y y

Comme f(x,y) est une fonction constante :

f(x,y)=z=5 Donc ; dz =0

Par conséquent :

Si f(x,y) est Y dy  0z/ox
i f(x,y) est constante a ors i = 92/9y
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3 Fonctions réelle a deux variables
] Dérivation implicite
Exemple
Ona : y3 +2xy°—x=15
Comme f(x,y) est constante on peut appliquer la dérivation implicite :

dy  0z/ox
dx  0z/dy

Or : a=2y2—1 et : —:3y2+4xy

dy  2y°-1
dx  3y*+4xy

Donc :
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3 Fonctions réelle a deux variables

] Application en économie

Exemple : Fonction de production

1 5
Etant donnée la fonction de production : Q = 18KeélLe6

1) Donner I’expression de la productivité marginale du travaill.
2) Donner I’expression de la productivité marginale du capital.

3) Qu’elle sera la variation de la productivité marginale du travail si :

a) Le travail augmente tant que le capital reste constant.

b) Le capital augmente tant que le travail reste constant.
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3 Fonctions réelle a deux variables

1 Application en économie

Solution : Fonction de production

1

5
La fonction de production est définie par: Q = f(K,L) = 18K6Lé

1) La productivité marginale du travail P,,L correspond a la dérivee
partielle de la fonction de production par rapport au travail, en

considérant le capital constant :

00 6( 15 . 1 1
—_— = 6]6) = 6], 6
3L ~ 3L 18Keo6L 15Ke6lL

S1 le travail change 1égerement AL, le capital étant maintenu constant, la

aQ

variation correspondante de Q est donnée par: AQ = 3L > AL
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3 Fonctions réelle a deux variables

1 Application en économie

Solution : Fonction de production

1

5
La fonction de production est définie par: Q = f(K,L) = 18K6Lé

2) La productivit¢ marginale du capital P,, K correspond a la dérivée
partielle de la fonction de production par rapport au capital, en

considérant le travail constant :

00 _ 0 (15 . 55
Ké6l6) = 3K 6]6
0K aK

S1 le capital change 1égerement AK, le travail étant maintenu constant,

aQ

la variation correspondante de Q est donnée par : 4Q = -2 K< AK
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3 Fonctions réelle a deux variables

1 Application en économie

Solution : Fonction de production

3) La productivite marginale du travail P,, L est égale a :

1 1 K1
Pnl =15K6L6 o PnL=15(;)s

a) Lorsque le travail augmente, en maintenant le capital constant, la

productivité marginale du travail diminue.

b) Lorsque le capital augmente, en maintenant le travail constant, la

productivité marginale du travail augmente.

S1 K et L changent simultanément, alors la variation de Q est €gale a :

L 90
AQ = - X AK + —= X AL
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3 Fonctions réelle a deux variables

J Matrice hessienne

On représente souvent les dérivées partielles d’ordre 2 sous forme d’une

matrice n X n de la fagon suivante :

r r r

11 12 - 1n
r r r
" 21 22 - 2n
[fx)=
r r r
nl nz2 - nn

Elle est appelée la matrice hessienne de fa x = (x4, X3, ..., Xp)-
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3 Fonctions réelle a deux variables

L Matrice Hessienne

Dans le cas de deux variables, les dérivées partielles d’ordre 2 se

représentent sous forme d’une matrice 2 X 2 de la fagcon suivante :

9’f  0°f

, x? 0ydx
reo= o

ocf 0°f

dxdy 9y’
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3 Fonctions réelle a deux variables

1 Convexité - Concavité

Soit f une fonction de classe C*définie sur un domaine D de R?.

La fonction f est convexe sur D si et seulement si sa matrice hessienne

est semi-définie positive pour tout x € D.

La fonction f est concave sur D si et seulement si sa matrice hessienne

est semi-définie negative pour tout x € D.

Si la matrice hessienne de f est définie positive (négative), f est

strictement convexe (concave).

Pr. Soumaya FELLAJI



3 Fonctions réelle a deux variables

1 Convexité - Concavité

Une matrice carrée A € M, est semi-définie positive (négative) si :
vV x € R, x'Ax = ()0

Une matrice carrée A de dimension n est définie positive (négative) si :
vV x € R™, x'Ax > ()0

Exemple
Soit la fonction U définie sur D = R} X R} par :
U(x) = In(x4, x2)

Etudier la convexité de la fonction U.
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3 Fonctions réelle a deux variables

1 Convexité - Concavité

Solution
aUu 1
Ona: =
axl X1
Bt ausd U _ 1
D’ou:
1 o
X2
Hy (x1,x3) = ! 1 =
0 -
X

y;

aUu 1
et : —
axz X2
9%U 1 9%U
— et
dx3 x5 dx1x;
1
xq

yTHy (x1,%2)y = (¥1,¥2)

y2
2 =  y'Hy (x1,x)y <0

Donc: Y Hy(x1,x2)y= 2
1

2

X2

Par conséquent, U est strictement concave.
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3 Fonctions réelle a deux variables

] Optimisation sans contraintes

Soit f une fonction admettant des deriveées partielles en a, ou a est un

point intérieur de D. Si f a un optimum local en a, alors Vf(a) = 0,

et s A . O _9f _
c’est-a-dire : —= (a) = 3y (a)=0

Remarque

Si a est une point intérieur de D qui vérifie Vf(a) = 0 mais qui n’est pas
un optimum local de f, alors on dit que a est un point col (ou point selle)

de f.
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3 Fonctions réelle a deux variables

] Optimisation sans contraintes

Proposition

Les conditions suffisantes pour que a soit un maximum (minimum) local
de f sont :

0f oy =9y =
(@)= 2L (@) = 0
He(a) est définie négative (positive).

Corollaire

Les conditions suffisantes pour que a soit un maximum (minimum) local
de f sont :

Vi(a) =0
L (@) < (>)0 et Det(Hy(a)) > 0.
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3 Fonctions réelle a deux variables

] Optimisation sans contraintes

Proposition

Si f, définie sur un ouvert convexe D de R?, est concave (convexe), une

condition pour que a € D soit un maximum (minimum) global de f est

que Vf(a) = 0.

Remarque

Un optimum global est obtenu par la condition du premier ordre, les
conditions de second ordre étant automatiquement verifices du fait de la

concavité (convexité) de f.
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3 Fonctions réelle a deux variables

 Optimisation sous contraintes

On dit que f admet un maximum local en a sous la contrainte x € A si :
dr > 0,telque f(x) < f(a), VxeAnB(ar)

On dit que f admet un minimum local en a sous la contrainte x € A si :
dr > 0,telque f(x) > f(a), VxeAnB(ar)

Remarques

Dans ce qui suit, on va étudier un programme de max,.4f(x), ou
A={xeUh(x) = c}.

Pour résoudre un probléme de minimum, 1l suffit de poser F = —f pour

se ramener a un probleme de maximum.
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3 Fonctions réelle a deux variables

 Optimisation sous contraintes

Exemple

a2 _ 32
On considere le programme suivant : {maxf (x,y) = —x" +xy—y

S.C. x—2y=3
La contrainte donne : x = 2y + 3 Donc on peut éliminer x dans f(x,y).
Ona: f(x,y)=-Qy+3)*2+2y+3)y—y?

& flx,y)=—-4y*—12y—-9+2y*+3y—y* = -3(y>+ 3y +3)
Posons: g(y) = (y*+3y+3)

Alors maximiser f sous la contrainte x — 2y = 3 revient a minimiser g.

. 3
Ona: g (y)=2y+3 Ainsi : gy)=0 & yz—z

: : : : 3
D’ou le maximum de f sous contrainte est donc atteint en (x,y) = (0; — E)'
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3 Fonctions réelle a deux variables

 Optimisation sous contraintes

Définition

On appelle lagrangien du probléme P la fonction £(A4, x) définie par :
L(x,4) = f(x) +21g(x)

Le nombre A est appelé multiplicateur de Lagrange associ¢ a la
contrainte g(x) =0.

Proposition

(x*, A) est un maximum (minimum) local de £ si les conditions suivantes
sont verifiées :

VL(x*,A) =0
Le déterminant de H . (x*, A1) est positif (négatif)
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3 Fonctions réelle a deux variables

 Optimisation sous contraintes

Exemple

Cherchons a optimiser la fonction f définie par f(x,y) = xy sous la
contrainte y — 2x = 4.

Solution
0L
(e N=y—21=0
gf: y =22 y =221 y =2
{— ") =x+41=0 = {x=-4 =>{x=— =>{x=—1
oy 4—-y+2x=0 A=1 A=
0L
— x5 A)=y—2x—4=0

\dA

0 1 -2 = detH;(—1,2,1) = —4. D’ou, le point
HL(—1,2,1):<1 0 1)

2 1 0 f(—1,2) est un minimum local sous contrainte.
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